DM n°12
A rendre vendredi 16 mars 2007

Probléme : Polyndémes d’interpolation de Lagrange

1 Les polynémes d’interpolation

Soit n un entier naturel non nul. On note R,,_1[X] ’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & n — 1 (par
convention deg(0) = —o0).

Soit I un intervalle de R et (z;)1<i<n une famille de points de I deux & deux distincts.

Soit f une application de I dans R . On appelle polynoéme d’interpolation de f relativement aux points (z;)1<ign, un
polynome P tel que Vi € {1,2,...,n}, P(z;) = f(z;).

1. Le but de cette question est de montrer que dans R,,_1[X] il existe un et un seul polynéme d’interpolation de f
relativement aux points (2;)1<i<n-

(a) Montrer 'unicité d’un tel polynome.

n X — .

(b) Soit i € {1,2,...,n}. On pose P, = ]] L
j=1g#i i = Tj

. Calculez P;(zy) pour k # i, puis pour k = i.

(c) Soit L =5 f(x;)P;. Montrer que L € R,,_1[X] et que Vk € {1,2,...,n}, L(z) = f(zx). Conclure.
i=1

Ce polynC);ne L, de degré strictement inférieur au nombre n de points est appelé polynéme d’interpolation
de Lagrange relativement a la famille (z;)1<i<n--

2. Exprimer tous les polynémes d’interpolation de f en fonction de L. (on pourra considérer P — L ou P est un
polynome d’interpolation de f)

3. Soit P un polynoéme de degré strictement inférieur & n. Montrer que :
n

P=3"|P@) ]] X:Z

-
i=1 3=1, j#i "

,— 1
4. Soit f(z) = 23 — 1 et x; = 2271 pour 1 < i < n. Calculer selon les différentes valeurs de n le polynome
n

d’interpolation de Lagrange relativement & la famille (2;)1<i<n-

5. Le but de cette question est de trouver un majorant de {|f(z) — L(x)| /x € I}, afin d’estimer I’erreur que I'on
commet si on remplace f par son polyndéme d’interpolation de Lagrange
On suppose dans toute cette question que f est de classe C™.
Soit « € I, avec x distinct de tous les ;.
Soit enfin g, la fonction définie par : g, : t — f(¢t) — L(t) — (f(a;) - L(m)) In—

i=1 L — X4

(a) Montrer que g, est de classe C™.
(

b) Montrer que g, admet au moins n + 1 zéros.

)
)
(¢) En déduire que g_n(ﬁn) s’annule en au moins un point « de 1.
)
)

(d) Calculer gg(gn) (t).

(e) Soit pu = Sup|f(")(x)|. Montrer que : Vz € I, |f(x) — L(z)| < % IT |z — 4
xel s =1

—

(f) Etudier le cas particulier ou f(z) = [[ (z — x;). Qu’en déduire ?

i=1



2 Quelques applications (les questions 1, 2, 3 sont indépendantes)

1. On cherche ’ensemble des polynomes P tels que P(Q) C Q.

(a) Montrer que cet ensemble est non vide.

(b) Soit P un tel polynome et n son degré. En utilisant la famille de n + 1 entiers zx = k pour 0 < k& < n,
montrer que : P(Q) C Q = P € Q[X].

(c¢) Conclure.
2. Soit n € N et € = 27/,

(a) Calculer 1+ e+ €+ -+ €L,

(b) Montrer : (1 —¢)(1 —€*)(1—¢€)...(1—€¢""!) =n (on pourra décomposer X™ — 1 en facteurs irréductibles

sur C[X]).
(c) Soit i un entier fixé avec ¢ < n. Montrer que :

(€ —e)(et =€) ... (e — 1) (e — ety .. (€ — ") = ne "

. n—1 ) 1— Xn
(d) Soit P € C,,_1[X]. Comparer P et »  P(e")———— (
i=0 1— Xe

(e) En déduire : nP(0) = P(1) + P(e) + --- + P(e"1).

(f) En considérant P = X™ — 1, montrer que cette relation n’est pas forcément valable si P est de degré
supérieur ou égal a n.

on pourra utliser 1.3.)

1
3. Onposeici I =R*,a; =i pouri=1,2,...,net f(z)=—.
x

n

1
(a) Montrer : Vz € I, L,(z) = — — =[] (1 - f) ou L, est le polynome d’interpolation de Lagrange associé
T i=1

SHE

(3
a f relativement a la famille de points (a;)1<i<n-
1
(b) Montrer : Vx € |0, 1k —22 < In(1 — z) < —z (attention, ici il s’agit de la fonction logarithme népérien
(In) & ne pas confondre avec le polyndme d’interpolation de Lagrange (L,,)).
(c) On rappelle (on ne vous demande pas de le redémontrer) que pour tout entier N, la suite (u,)n>n définie

L
par u, = Y, — a pour limite +oo.

i=N?
Soit « un réel positif tel que = ¢ IN | exprimer In (|1 - an(z)D comme une somme.
En introduisant dans cette somme 'indice N = E(2x), montrer que liIJIrl In (|1 —aLp(z)]) = -0
n—-+0oo

(d) En déduire que : lim L,(x) = f(x) pour tout z € R%.

n—-+oo



