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Exercice

On pose : ∀x ∈ R− {−1; 1},

8>>>><>>>>:
f(x) = −x +

1

2
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����x + 1

x− 1

����
g(x) =

x3

3(1− x2)

h(x) = f(x)− g(x)

1. Etudier le signe de h sur ]− 1; 1[

2. (a) Soit n ∈ N. Exprimer (2n + 1)f

�
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ainsi que (2n + 1)g

�
1

2n + 1

�
en fonction de n.

(b) Montrer que les suites (un) et (vn) dé�nies sur N∗ par

un =
n

2n+1
2 e−n

n!
vn = une

1
12n

sont adjacentes (on pourra exprimer un+1

un
en fonction de f).

3. En déduire qu'il existe un réel λ tel que : n! est équivalent à λ
�n

e

�n√
n.

Problème
Soit f une application de R dans R. On dit que f véri�e la propriété (P ) si et seulement si :

∀(x, y) ∈ R2, f(x + y) + f(x− y) = 2f(x)f(y)

Partie 1
1. Quelles sont les fonctions constantes qui véri�ent (P ) ?
2. Soit f une fonction véri�ant (P ). Montrer que si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.

Partie 2
On suppose ici que f véri�e (P ) et n'est pas la fonction nulle.

1. Calculer f(0) et étudier la parité de f .
2. Soit a > 0. Montrer que la donnée de f(a) su�t à dé�nir f(na) pour tout n ∈ Z (on ne demande pas l'expression de

f(na) en fonction de f(a)).
3. Soit a > 0. Dans cette question on suppose que ∀x ∈ [0; a], f(x) > 0. Montrer que la donnée de f(a) su�t à dé�nir

f
�
p

a

2q

�
pour tout p ∈ Z et tout q ∈ N.

4. Soit a > 0 et x > 0. Montrer que : ∀q ∈ N, Iq = {p ∈ N/ p.
a

2q
6 x} possède un plus grand élément qui sera noté pq.

On pose alors, pour tout entier q, uq = pq.
a

2q
. Montrer que la suite (uq)q∈N converge vers x.

5. On suppose maintenant que f est continue sur R.

(a) Montrer qu'il existe un réel a strictement positif tel que :
∀x ∈ [0; a], f(x) > 0.

(b) Montrer que la donnée de f(a) su�t à dé�nir f(x) pour tout x réel.
(c) On suppose que f(a) = 1. Déterminer f .
(d) On suppose que f(a) < 1. Montrer qu'il existe un réel α tel que :

∀x ∈ R, f(x) = cos(αx).


