Chapitre 5

Convexité

5.1 Parties convexes d’un espace vectoriel réel

Dans toute la suite, F/ désigne un espace vectoriel réel.

5.2 Barycentre

Définition 5.2.1 Soit n € N*, (A1,..,A,) € R™ g Z)\i #0, et (ay,...,a,) € E™.
i=0

1 n
On appelle barycentre du n-uplet (ar, Ak )1<k<n le point g € E défini par : g = Z kG,

n
>t
k=1

n n

i.e. le point g tel que (Z Ak)g = Z(/\’“ak)
ki

k=1 =1

n
Remarque 5.2.2 1. g est ce barycentre si et seulement si Z Ax(ar —g) =0, ce qui s’écrit,
k=1

n
en utilisant la notation affine : Z MGAL, = 0
k=1
2. On ne change pas le barycentre en multipliant tous les coefficients A\, par un méme sca-
laire non nul (propriété appelé homogénéité). En particulier on peut se ramener au cas ot

i:/\kzl-
k=1

Proposition 5.2.3 Associativité

Soit g le barycentre de (a1, A1), ..., (an, An) (on suppose bien entendu que Z A #0)

k=1
Soitpe[lin—1] tg M+ ...+ Ay #0 et App1 + ... + A, #0.
On note g1 le barycentre de (a1, A1), ..., (ap, Ap) et g2 le barycentre de (api1, Apg1), s (Gn, An).
Alors g est le barycentre de (g1, 1 + ... + Ap) et de (g2, Apy1 + ... + M)
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En effet ...

Cas particulier 5.2.4 : centre de gravité

SiVk, A\ =1, alors le barycentre de (a1,1), ..., (ap, 1) est appelé centre de gravité de aq, ..., ap,
ou centre de masse, ou isobarycentre. C’est aussi le barycentre des ay, affectés tous de la méme
masse A non nulle.

Exemple 5.2.5 Dans le plan affine, lisobarycentre de deux points A et B est le milieu du
segment [A, B]

Exemple 5.2.6 Dans le plan affine, soit A, B, C trois points non alignés. Montrer que le centre
de gravité du triangle ABC est sur la médiane issue de A, i.e. la droite issue de A et passant
par le milieu de [B,C].

Montrer que les trois médianes d’un triangle sont concourantes.

5.2.1 Segments de F

Définition 5.2.7 Soient a et b dans E. On appelle segment d’extrémités a et b, noté [a,b] ou
[b, a], ensemble des barycentres de (a,t), (b, 1 —t) lorsque t décrit [0,1]
[a,0] = {ta+ (1 —t)b/t € [0,1]} = {aa+ (1 —a)b/a >0, 820, a+ [ # 0}

Remarque 5.2.8 1. Dans le cas ot E = R, on distingue [a,b] de [b,a], car R est ordonné.
Dans ce cas, la notation [a,b] suppose (sauf mention du contraire) que a < b.
Lorsque E n'est pas R, [a,b] et [b,a] désignent le méme segment.

2. la,a] = {a}.
3. la,b] est aussi l'ensemble des barycentres de (a,1 —t), (b, t) lorsque t décrit [0, 1].

Proposition 5.2.9 .
[a,b] est ’ensemble des barycentres de (a, ), (b, 8) lorsque « 20, >0, a+ 8 #0

car ...

Exemple 5.2.10 1. Prenons E = R[X]. Le segment [X, X?] est [’ensemble
{PeR[X]/Fte[0,1] t¢ P=tX + (1 -t)X?}.

1 2
Par exemple §X + §X2 € [X, Xx?.
2 .3 .
2. f=—sin —1—5 cos € [sin, cos| dans C(R)

5
3. On peut aussi parler d’un segment de matrices, ou d’un segment d’endomorphismes ...

5.2.2 Convexité

Définition 5.2.11 SoitT' C E. On dit que T est convexe si et seulement si, Va,b € T, [a,b] C T,
i.e. Va,be T, Vt€[0,1], ta+ (1 —t)beT.

Proposition 5.2.12 Une intersection non vide de convexes est conveze.

Clair ...

Proposition 5.2.13 Un segment de E est un conveze de E.
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car ...

Proposition 5.2.14 Une boule (ouverte ou fermée) est convexe

car ...

Théoréme 5.2.15 SoitI' C E.
I' est convere <= tout barycentre de points de T affectés de masses positives est un point de T’

Vn € N*, Y(ai,....,an) € ™ V(A1, ..., \n) € RZ,
1 n
— Mt A #0= ——> Na; €T

Z b i=1
k=1

car : <) est clair : il suffit de prendre n = 2 et on retrouve la définition de I' convexe.
=) : par récurrence sur n. ...

5.3 Fonctions convexes d’une variable réelle

5.3.1 Généralités

Définition 5.3.1 Soit I un intervalle de R et f: 1 — R.
On dira que f est conveze sur I < Vz,ye€ I,VAe€[0,1], f((1—Nz+ \y)
— Vr,yeI,VAe[0,1], fOx+ (1-Ny)

(1 =) f(z)+ Af(y)
Af (@) + (1= M) f(y)

Exemple 5.3.2 Toute application linéaire de I dans R (f : © — ax) est conveze (car il y a
égalité, donc inégalité large)

N IN

Exemple 5.3.3 Si on sait que [ est convexe sur I, alorsVx,y €1, f (z ; y) < 1(@) ;rf(y)
Proposition 5.3.4 f est conveze sur I si et seulement si tout arc est sous sa corde

Figure :

5.3.2 Caractérisation par 1’épigraphe

Définition 5.3.5 Soit f: I — R.
On appelle épigraphe de f Uensemble E(f) = {M = (z,y) e R*/z € I ety > f(x)}
(C’est la partie du plan R? située "au dessus” de la courbe)

Figure :

Théoréme 5.3.6 f est convere <= E(f) est une partie conveze de R?, i.e. Va,b € £(f), [a,b] C

£(f)
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car ...

C’est un critére géométrique trés pratique : par exemple, la fonction cos n’est pas convexe sur
[0, 7],  — 22 est convexe sur R, z — x® n’est pas convexe sur R mais est convexe sur R

5.3.3 Caractérisation par ’inégalité des pentes

Théoréme 5.3.7 f est convexe sur I <
f) = fla) _ fle) = fla) _ fle) = f(b)

Va,b,cel, a <b<c= < <
b—a c—a c—b

Faire une figure pour comprendre comment mémoriser ces inégalités.

Démonstration : ...

5.3.4 Inégalités de convexité
Théoréme 5.3.8 Soit f : [ — R.

f conveze sur I < Vn € IN* ¥Y(x1,..,2,) € I", V(A1,..., An) € (R4)™,
k=1 k=1 k=1

n
Remarquons tout d’abord que I est un intervalle et donc convexe, et donc Z Aexy € 1.

k=1
Alors en effet ...

3 3 car ...
el + e°
4

b 2 2 432 2
Exemple 5.3.9 1. Va,b,c € R, <M> < aerrte

2a+b+c
4

2. Ya,b,ce R, e

1
< 56“—&— car ...

5.4 Fonctions concaves d’une variable réelle

Définition 5.4.1 Soit I un intervalle de R et f: 1 — R.
On dira que f est concave sur I <= —f est convere sur I

Conséquence 5.4.2 1. f concave sur I <
Vo,y € 1, VA€ [0,1], f(Az+ (1= N)y) = Af(2) + (1 = A)f(y)
i.e. tout arc est au dessus de sa corde.

2. La partie située sous la courbe est conveze.

3. Inégalités des pentes : écrivez les ...

4. Inégalités de converxité :



5.5. FONCTIONS CONVEXES DERIVABLES OU DEUX FOIS DERIVABLES SUR I 69

Exemple 5.4.3 Ezemples de fonctions concaves :
— = = y/x sur Ry.
— z = Inx sur R}
— x — 2% sur (compléter)

5.5 Fonctions convexes dérivables ou deux fois dérivables
sur /[

-

Théoréme 5.5.1 Soit [ dérivable sur I et (T') sa courbe représentative dans (O;Z])

f convere sur I <= la dérivée de f est croissante sur [
<= La courbe est toujours au dessus de ses tangentes

En effet :

Conséquence 5.5.2 Soit f deuz fois dérivable sur I
— f est conveze sur I <= " >0 surl
— f concave sur I <= f" <0 surl

Exemple 5.5.3 1. exp est convexe sur R.
2. Vn e N, z — 2" est conveze sur R .
3. x — Inx est concave sur R .

4. x — \/x est concave sur R et donc sur Ry car ...

Application 5.5.4 1. Vx € [0,7], sinz < z
2.VxeR, e 2142

3. On sait que In est concave sur ]0,+oo[. En utilisant la tangente & sa courbe au point
d’abscisse 1, en déduire une inégalité.

5.6 Reégularité des fonctions convexes

Remarque 5.6.1 f convexe sur I = f continue sur I

Donner un exemple d’une fonction convexe mais non continue sur [a, b]

Remarque 5.6.2 f convexe sur |a,b[#Z= f dérivable sur ]a,b]

Donner un exemple d’une telle fonction.

Exercice 5.6.3 Soit f conveze sur I et soit a € I. Alors 3b,c € I tels que b < a < c.
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[b,a] — R
1. Notons 7, : f(x) — f(a) - Montrer que 1, est croissante.
% -
T—a
2. Montrer que T, est majorée.
En déduire que f est dérivable a gauche en a.

3. Montrer que f est dérivable a droite en a.

4. Montrer que f est continue en a.

Remarque 5.6.4 Le théoréme démontré dans cet exercice, qui dit que toute fonction convexe

]
sur I est continue sur I est hors programme.



