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Chapitre 1

Algebre générale
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1.1 Groupes et sous-groupes

1.1.1 Généralités

Définition 1.1.1 On dira que (G, *) est un groupe ssi G est un ensemble tel que
— x est un loi de composition interne sur G, c’est a dire, une application de G* dans G.
L’image du coupe (z,y) de G? par cette loi de composition interne sera alors notée x .
— x est associative, c’est o dire que Vx,y,z € G, xx (y*x2z) = (x *xy) x 2
— % posseéde un élément neutre, c’est 4 dire : Je € G tel queVr € G, exzx =x*xe =2
— Tout élément de G posséde un symétrique pour la loi x, c’est & dire Vr € G, Jy € G tel
quUET*Y =Yy*xT =e

Exemple 1.1.2 Préciser si les ensembles suivants sont des groupes, on n’en sont pas :
T (Z7+) s (IN7+) s (R7+) s (IR\ Qy"’) l (Cv+)
T (va) ’ (R*,X) ’ (IRj_,X) ) (C*,X) ’ (Z*7X)
— Si E est un ensemble, notons Bij(E) l'ensemble des applications bijectives de E sur E.
(Bij(FE),o0) est-il un groupe ?
T (Mn,p(R)7 +) ’ (MR(R)’ X) ’ (GLR(R)’ ><)
— (E,+,.) un espace vectoriel. Alors (E,+) est un groupe
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Proposition 1.1.3 (G, *) un groupe. Alors I’élément neutre est unique et tout élément de G a
1 seul symétrique.

Le symétrique de x pour la loi * est noté x !

s’il n’y a pas de risque d’ambiguité,

car ...

-1 _ , -1

Proposition 1.1.4 (G, *) un groupe. Alors Yo,y € G, (xxy) L =y txa~!

car ...

Proposition 1.1.5 (G, *) un groupe. Alors Vx,y,a € G, axx = a*xy = x =y et de méme
Tra=yxa=x =1y

car ...

Définition 1.1.6 On dira que la loi x est commutative si et seulement siVr,y € G, xxy = y*x
Dans ce cas le groupe (G, %) est dit commutatif ou abélien.

Reprendre les exemple du dessus et préciser quels sont les groupes abéliens.

A retenir : groupes classiques
— Groupes additifs : (C,+), (R,+), (Q,+), (Z,+) ...
— Groupes multiplicatifs et abéliens (C*, x) , (R*, x), (R%, %), (Q*, %), (Q%,x) ...
— Groupes non abéliens (Bij(E),o) , (GL,(R), X) ...
— Tout espace vectoriel est un groupe abélien pour la loi +.

1.1.2 Produit fini de groupes
Définition-théoréme 1.1.7 Soit (G, T;)ic(1,....n} une famille de groupes.

n

On pose G = HGi ={(g91, -, 90)/Vi € {1,....,n}, g; € G;} On définit alors sur G une loi de
i=1

composition interne T comme suit :

Pour g = (g1,.,9n) €t g' = (91, 9,) dans G alors gTg" = (911191, -, gnTngy)
(G, T) est alors un groupe, appelé groupe produit des groupes (G, Ti)icq1,....n}

car ...

Exemple 1.1.8 — (R2,+) : c’est la loi + de I’espace vectoriel R?
— (R*2, %) ; la loi x est ainsi définie : (x,y) x (z',y') = (x2',yy’). Donner I’élément neutre
de (R*2, x), ainsi que le symétrique de (x,y).

1.1.3 Sous-groupes de (G, x)

Définition 1.1.9 (G, x) un groupe et H C G.
On dira que H est un sous-groupe de (G, *) si et seulement si (H,x) est un groupe, ow la loi x
sur H est la restriction de x a H

Proposition 1.1.10 Soit H un sous-groupe de (G, ). Alors
— Uélément neutre de (H, x) est l'élément neutre de (G, *) (ce qui prouve que l’élément neutre
de G est dans H)
— Soit x € H, alors x € G. Le symétrique de x dans H est le symétrique de x dans G.

car ...
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Proposition 1.1.11 Soit (G, x) un groupe et H C G.

H#D
Hun sous-groupe de (G, *) < Ve,yc H, z+xy e H
Vee H, z'eH
= H#0
Ve,ye H, xxy—1e€ H

car ...

Exemple 1.1.12 — U, est un sous-groupe de (C*, x).
— Si E est un espace vectoriel, GI(E) est un sous-groupe de (Bij(E),0)

Remarque 1.1.13 Il est beaucoup plus rapide de montrer, quand c’est possible, qu’un ensemble
muni d’une lci est un sous-groupe d’un groupe connu, que de redémontrer tous les axiomes de
groupes. Ceci justifie qu’on ait une collection de groupes trés générauz, qui permettront ensuite

de s’intéresser a des sous-groupes de ces groupes "colossauz” : par exmple (C,+) ou (C*, X) ou
(Bij(E),o) ou (C",+) etc.

Proposition 1.1.14 Soit (H;);c; une famille quelconque (pas nécessairement finie) de sous-

groupes de (G,x). Alors mHi est un sous-groupe de (G,x) : une intersection quelconque de
iel
sous-groupes d’un groupe est un sous-groupe de ce groupe.

car ...

Exercice 1.1.15 Soit (G, *) un groupe et Hy, Ho deuz sous-groupes de ce groupe. On suppose
que Hy ¢ Hs et Hy ¢ Hy Montrer qu’alors Hy U Hy nest pas un sous-groupe de (G, *).

1.1.4 Partie génératrice d’un groupe

Définition 1.1.16 Soit (G, *) un groupe et S une partie de G. On appelle sous-groupe de (G, *)
engendré par S lintersection de tous les sous-groupe de (G, *) contenant S, on le note souvent
<8 >.

Done < § >= ﬂ H

H sous-groupe de G
SCH

On sait que < S > est un sous-groupe de G car c’est une intersection de sous-groupes.

Conséquence 1.1.17 < S > est le plus petit sous-groupe de G contenant S.

Théoréme 1.1.18 < S > est l’ensemble de tous les produits d’éléments de S et de leurs symé-
triques, i.e.
<S>={a;*...xap/k € N* et Vi, a; € S oua;' €S}

car ...

Exemple 1.1.19 — Les transpositions engendrent le groupe (S, o)
— {7} engendre (U,, %)
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1.1.5 Sous-groupes de (Z,+)

Théoréme 1.1.20 Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ = {nk/k € Z} et n € N i.e.
H sous-groupe de (Z,+) <= I ne N, H=nZ

car ...

Remarque 1.1.21 L’ensemble nZ. est constitué des multiples entiers de l'entier n ; 27, est donc
l’ensemble des entiers pairs, 107, est l’ensemble des multiples de 10 etc.

1.2 Morphismes de groupes

1.2.1 Définitions et propriétés

Définition 1.2.1 Soient (G1,%) et (G2, T) deuzx groupes, et p : G1 — Go une application.
@ est un morphisme pour les groupes (G1,%) et (G2, T) ssiVa,y € G1, p(x xy) = o(x)To(y)

Exemple 1.2.2 Compléter :
— In est un morphisme pour les groupes
— exp est un morphisme pour les groupes
— det est un morphisme pour les groupes
— La signature € est un morphisme pour les groupes

Proposition 1.2.3 Soit ¢ : G1 — G2 un morphisme pour les groupes (G1,*) et (Go,T). Alors
— (e1) = ez ou ey est le neutre de (G1,%) et ez est le neutre de (G2, T)
— Vo e Gy, p(a!) = p(x)7!

Exemple 1.2.4 Traduire cette propriété pour les morphismes de l’exemple du-dessus

1.2.2 Image et image réciproque d’un sous-groupe

Théoréme 1.2.5 Soit ¢ : (G1,*) — (G2, T) un morphisme de groupes.
— H; un sous-groupe de (G1,*) = @(H1) est un sous-groupe de (Go,T)
— Hay un sous-groupe de (G2, T) => ¢~ *(Hz) est un sous-groupe de (G, *)

Rappel : soit F et F' deux ensembles et f: E — F.

Pour A C E alors f(A) = {f(z)/x € A}. c’est I’(ensemble) image de A par f.

Pour B C F alors f~1(B) = {z € E/f(z) € B}. C’est 'image réciproque de B par f. Cette
image réciproque est un ensemble, et elle existe méme si f n’est pas bijective, i.e. méme si l'ap-
plication f~! n’existe pas.

Démontrons alors ce théoréme ...

Définition 1.2.6 Soit ¢ : (G1,*) — (G2, T) un morphisme de groupes.
— On appelle noyauw du morphisme ’ensemble noté Ker(p) défini par
Ker(p) = ¢ 1({e2}) = {x € G1/p(x) = e2} oti ea est le neutre de (Ga,T)
— On appelle image de ce morphisme l’ensemble noté Im(p) = p(G1) = {p(z)/x € G1}

Proposition 1.2.7 Soit ¢ : (G1,*) — (G2, T) un morphisme de groupes. Alors Ker(y) est un
sous-groupe de (G1,%) et Im(p) est un sous-groupe de (Ga,T).

Ce n’est rien d’autre que le théoréme du dessus. Rédigez proprement la démonstration.
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Remarque 1.2.8 Soient FE et F deux espaces vectoriels. On sait que (E,+) et (F,+) sont des
groupes. Soit f un endomorphisme de E dans F, alors f est un morphisme pour les groupes
(E,+) et (F,+). Le noyau de f en tant que noyau d’un endomorphisme est Ker(f) = {z €
E/f(x) =0r} = f~1({0F}), c’est donc le noyau de f regardé comme un morphisme de groupes,
car O est le neutre du groupe (F,+). Les deux notions de noyau n’entrent pas en conflit!

1.2.3 Injectivité, isomorphisme de groupes
Théoréme 1.2.9 Soit ¢ : (G1,*) = (G2,T) un morphisme de groupes.
¢ est injectif < Ker(p) = {e1}.

car ...

Remarque 1.2.10 Soient E et F' deux espaces vectoriels et f une application linéaire de E vers
F. Vous avez vu en MPSI que f est injectif si et seulement si son noyau est réduit au vecteur
nul, ce qui est exactement ce que dit le théoréme ci-dessus : cette propriété est donc uniquement
die a la structure de groupes pour les lois +, sans lien avec la loi externe des espaces vectoriels.

Définition 1.2.11 On appelle isomorphisme de groupes tout morphisme de groupes bijectif.

Exemple 1.2.12 Compléter :
— In est un isomorphisme pour les groupes

— exp est un isomorphisme pour les groupes
— det est-il un isomorphisme de (GL,(R), x) dans (R*, x) ¢

-1

Théoréme 1.2.13 Soit ¢ : (G1,%) — (G2,T) un isomorphisme de groupes. Alors ¢~' est un

isomorphisme de (G2, T) sur (Gy,*)

car ...

1.3 Groupes monogénes et cycliques

1.3.1 Congruence modulo n, avec n > 0

Dans tout ce paragraphe, n est un entier naturel strictement positif.

Proposition 1.3.1 Soit n € IN*.
La relation R définie sur Z par aRb <= n divise b — a est une relation d’équivalence

car ...

Définition 1.3.2

On dira que a et b sont congrus modulo n <= n divise b —a
< n divisea —b
<= b— a multiple de n
<~ JkeZ, b=a+nk

On notera alors a =b [n] oua=b (mod n)

Théoréme 1.3.3 La relation de congruence modulo n est compatible avec ’addition dans Z. et
avec la multiplication dans 7., c’est a4 dire :

a=b[n a+c=b+d [n]
{czd[n] :>{ ac = bd [n]

car ...
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1.3.2 L’ensemble Z/nZ

Théoréme 1.3.4 Rappel : Soit R une relation d’équivalence sur E. L’ensemble des classes
d’équivalence sur E constitue une partition de E.

car ...

Définition 1.3.5 On note Z/nZ ’ensemble des classes d’équivalences dans la relation de congruence
modulo n.

Remarque 1.3.6 Lorsque n est fivé, on note souvent sous la forme k la classe d’équivalence de
k dans Z./nZ. On peut aussi utiliser la notation k

Proposition 1.3.7 Soit n € N*. Va,b € Z,a = b [n] — a=b — < 3kel tq
b=a+nk

car ... o
Dans Z/5Z,6 =1= ...

Proposition 1.3.8 Z/nZ est un ensemble de cardinal n.
Car ...
Exercice 1.3.9 Dans Z/17Z, donner un entier a tel que 87 =a avec 0 < a < 17.

1.3.3 Le groupe Z/nZ

Proposition 1.3.10 Dans Z/nZ, sia=a' [n] etb ="V [n] alors a+b=d T

Clair, c’est la compatibilité de la relation de congruence avec ’addition dans Z. D’ou la

Définition 1.3.11 Pour a,b € Z, on pose a + b=a+b.

Théoréme 1.3.12 L’addition ci-dessus définit une loi de composition interne dans Z/nZ.
(Z/nZ,+) est un groupe abélien de cardinal n. Ce groupe est engendré par 1

1.3.4 Morphisme canonique de Z sur Z/nZ

7 — Z/nZ
a —a
@ est un morphisme de groupes surjectif, appelé morphisme canonique.

Théoréme 1.3.13 Soit ¢ :

Clair

Proposition 1.3.14 Ker(p) =nZ
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1.3.5 Groupes monogénes
1.3.5.1 Définitions

Définition 1.3.15 Un groupe (G,x) est dit monogéne lorsqu’il peut étre engendré par un seul
élément.
Tout élément qui engendre le groupe est appelé générateur du groupe.

En notation additive, le groupe engendré par a est I’ensemble {na/n € Z}.
En notation multiplicative, le groupe engendré par a est ’ensemble {a™/n € Z}.

Exemple 1.3.16 — (Z,+) est monogéne : il est engendré par 1. Il est aussi engendré par
—1.
— nZ,+) est monogeéne. Il est engendré par 1
(Z/nZ,+) est géne. Il est engendré 1
— (Up, x) est monogéne : engendré par e

Définition 1.3.17 Un groupe cyclique est un groupe monogéne et fini.

1.3.5.2 Générateurs de (Z/nZ,+)

Théoréme 1.3.18 a est un générateur de Z./nZ. <= pgcd(a,n) =1

car ...

Exemple 1.3.19 — 3 engendre 7,/87.
On peut le vérifier & la main : 3+3 =06, 6+3=1,1+3=4,443=7,7+3=2,
2+3=5,5+3=0.
— Les générateurs de Z./6Z sont 1eth.
— Donner les générateurs de Z./7Z.

1.3.5.3 Isomorphisme

Théoréme 1.3.20 — Tout groupe monogéne infini est isomorphe a (Z,+)
— Tout groupe G cyclique (monogéne et fini) de cardinal n est isomorphe a (Z/nZ,+) et si
a est un générateur de G,
en notation additive G = {0, a, 2a, ..., (n — 1)a}
en notation multiplicative G = {e,a,a?,...,a" "'}

Exemple 1.3.21 (U, X) est isomorphe a (Z/nZ.,+)

Conséquence 1.3.22 Un groupe monogéne est abélien.

1.3.6 Ordre d’un élément d’un groupe

Définition 1.3.23 Soit (G, x) un groupe et x € G.
On dira que x est d’ordre fini lorsque le sous-groupe de G engendré par x, c¢’est a dire < x > est
de cardinal fini. Ce cardinal est alors appelé ordre de x.

Exemple 1.3.24 — (R*, x) est un groupe infini. Néanmoins, —1 est d’ordre fini égal a 2.
— (€*, X) est un groupe infini. Les complezes i et 2 sont-ils d’ordre fini ? Si oui, quel est cet
ordre ?

Donc, un groupe infini peut posséder des éléments d’ordre fini.
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Théoréme 1.3.25 (G, *) un groupe et x € G d’ordre fini.
d est lVordre de v <= d =min{n € N*/z" = e}

car ...

Théoréme 1.3.26 Soit(G, ) un groupe de neutre e et soit x € G d’ordre fini d.
Vn € Z,x" = e < d divisen

car ...

Théoréme 1.3.27 Soit (G, *) un groupe fini. Alors Vax € G, x est d’ordre fini, et ’ordre de x
divise le cardinal de G.

Car ...

Exemple 1.3.28 Quels sont les sous-groupes monogénes de Z/17Z ¢
Remarque 1.3.29 [l existe des groupes infinis dont tous les éléments sont finis.

Exemple 1.3.30 On note G lensemble des suites d’éléments de Z./27.. On le munit de l’addition
canonique : (un)nE]N + (vn)nE]N = (un + Un)nE]N

Vérifier rapidement que (G,+) est un groupe abélien et n’est pas fini.

Soit (un)nen un élément de G, montrer que cet élément est d’ordre fini & déterminer.

1.4 Anneaux et corps

1.4.1 Définitions

Définition 1.4.1 Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne : + et X.
On dira que (A, 4+, X) est un anneau si et seulement si :
— (A, +) est un groupe abélien, de neutre noté le plus sowvent 0
— X est
— une loi de composition interne
— associative
— posséde un élément neutre, noté le plus souvent 1 ou e
— X est distributive par rapport a +, i.e. :
ax(b+c) =axbt+axc

Vr,y,z € A,
(b+c)xa =bxa+cxa

Remarque 1.4.2 ({0}, +, X) est un anneau. Dans toute la suite on exclura ce cas, c¢’est a dire
qu’on suppose que l’anneau A posséde au moins 2 éléments.

Proposition 1.4.3 Yac€ A, a.0=0.a =0
Vae€ A, a.(-1)=(-1).a=—a

car ...



1.4. ANNEAUX ET CORPS 9

Proposition 1.4.4 Si (A, +, x) est un anneau ayant au moins 2 éléments, alors 1 #£ 0, i.e. le
neutre pour la loi + est différent du neutre de pour la loi X

car ...

Définition 1.4.5 L’anneau (A, +,.) est dit commutatif lorsque la loi . est commutative (on
rappelle que dans un anneau, la loi + est toujours commutative)

Définition 1.4.6 L’anneau (A,+,.) est dit intégre si et seulement si Va,b € A, a.b =0 =
a=0o0ub=0

Exemple 1.4.7 Parmi ces ensembles munis de lois, dire lesquels sont des anneauz. Dans le cas
ot ce sont des anneauz, sont-ils commutatifs ? intégres ¢

— (Z,+,%x) , (C,+,x) , (R*+,x)

T (R[X]’+’X) ’ (]Rn[X]>+’X)

— Si E est un espace vectoriel, (L(E),+,0)

o (Mn(R)v +, X)

— (F(I,R),+, x) ou I est un intervalle de R, (C([0,1],R),+, x)

7 (R]Na =+, X) ot (un)nelN X (Un)nelN = (unvn)RG]N

1.4.2 Produit fini d’anneaux

Définition-théoréme 1.4.8 Soit (Ak, +k, Xk )1<k<n des anneauz. On munit le produit A =
Ay X ... X A, de 2 lois internes + et X définies comme suit :

La loi + est la loi du produit cartésien des groupes additifs

La loi x est définie par : (x1,...,xn) X (Y1, -y Yn) = (L1 X1 Y1y ooy Tny Xy Yo)-

Alors (A, 4+, X) est un anneau appelé produit des anneaur (A, +r, Xk)1<k<n

car ...

Exemple 1.4.9 On construit ainsi ’anneau (R™, +, X)

1.4.3 Sous-anneau

Définition 1.4.10 soit (A,+, x) un anneau et B C A. On dira que B est un sous-anneau de
A ssi

— 14 €B

— Ve,ye B, z—y€eB

— Vz,ye B2y B

Remarque 1.4.11 B est un sous-anneau de (A, +, X) ssi
— B est un sous-groupe de (A, +)
— B est stable pour x
— 14 €B

Remarque 1.4.12 Un sous-anneau de (A, +, X) est un anneau pour les lois induites ET ayant
le méme élément unité que A.

Remarque 1.4.13 Comme pour les sous-groupes, la notion de sous-anneau permet de montrer
rapidement que certains ensemble munis de 2 lois sont des anneauz.
D’ou lintérét de connaitre de gros anneauz dans lesquels sont plongés les éventuels sous-anneaux
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Exemple 1.4.14 — (Q,+, X) est un anneau, car sous anneau de (C,+, X)
— (C>*(R),+, x) est un anneau.

Exercice 1.4.15 — On note Z[i] = {a + ib/a,b € Z}. Montrer que (Z[i],+, X) est un
anneau.
— B est lensemble des suites sur R convergentes. Montrer que (B,+, X) est un anneau.

1.4.4 Morphisme d’anneaux

Définition 1.4.16 Soient (A, +, X) et (B, ®,®) deuz anneaux et f : A — B une application.
On dira que f est un morphisme d’anneaux si et seulement si :

— Va,d' € A, fla+ad)=f(a)® f(a)

— flaxa)=fla)® f(@)

— f(la)=1p
On dira, de plus que f est isomorphisme d’anneaux si et seulement si f est de plus bijective de
A sur B

Exemple 1.4.17 A est l’ensemble des suites convergentes muni des lois + et X usuelles.
Soit f : A — R définie par f((un)nen) = lim(uy,).
f est un morphisme d’anneau.

Exemple 1.4.18 A = C!([0,1],R) et B = C([0,1],R) munis des lois usuelles + et x. On note
o Vapplication de A dans B définie par o(f) = f'.
@ est-il un morphisme d’anneaux ?

Proposition 1.4.19 f est un morphisme d’anneauz des anneauzx (A, 4+, X) vers (B, ®,®).
Alors Im(f) est un sous-anneau de B

car ...
ATTENTION : Ker(f) n’est pas un sous-anneau de (A, +, x) car (précisez)

1.4.5 Eléments inversibles d’un anneau

Définition 1.4.20 On appelle élément inversible d’un anneau (A, +, X) tout élément a de
A qui posséde un symétrique pour la loi X, i.e. tout élément a € A tq b € A tqab=ba =14

Remarque 1.4.21 Dans un anneau, 0 n’est pas inversible. Donc (A, xX) n’est jamais un groupe.
Notation 1.4.22 L’ensemble des éléments inversibles de A se note Ua ou U(A).
Théoréme 1.4.23 U(A) est un groupe pour la loi X.

car ...

Il faut connaitre les éléments inversibles des "grands anneaux".
— UR)=R*et U(C) =C*
U(z) ={-1, 1}
U(L(E)) = ( )
— UM (K)) = GLy(K)
U(K[X]) = [ \{0}
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Définition 1.4.24 (A, +, X) un anneau, et a € A. On dira que a est nilpotent si et seulement
si il existe k € IN* tel que a* =0
On dit alors que a est nilpotent d’indice (ouw d’ordre) k

Proposition 1.4.25 (A, +, X) un anneau, et a € A. a est nilpotent =—> 14 — a est inversible.

car ...

1.4.6 Corps

Définition 1.4.26 (A, +, X) un anneau. On dira que c’est un corps si et seulement si
— A est commutatif (i.e. X est commutative)
— Tout élément non nul de A est inversible (i.e. U(A) = A\{0})

Proposition 1.4.27 (A, +, x) est un corps => (A, +, X) est un anneau intégre
La réciproque est fausse

car ...
Proposition 1.4.28 (A, +, x) est un corps = (A\{0}, x) est un groupe abélien

clair

1.5 1Idéal d’un anneau commutatif

1.5.1 Généralités

Définition 1.5.1 (A,+, X) un anneau commutatif et I C A. On dira que I est un idéal de
(A, +, x) si et seulement si
I40
Ve,ye l,x+yel
Vo€ AVeel, ax €1

Remarque 1.5.2 pour x ety dans lidéal, vt —y=xz+ (—1)y €

I sous-groupe de (A, +)

Conséquence 1.5.3 I est un idéal de (A, +, x) <— { VacAvVsel, axel

Exemple 1.5.4 — A est un idéal de (A, +, X)
— nZ est un idéal de l’anneav Z
— Il v’y a pas d’idéal dans M,,(K) car M, (K) n’est pas un anneau commutatif.

Proposition 1.5.5 (A,+, x) et I un idéal de A.
I=A <« 1€l

car ...
Proposition 1.5.6 Une intersection quelconque d’idéauz est un idéal
car ...

Proposition 1.5.7 Soient I, ..., I, des idéaux de l'anneau (A,+, x).
Soit I ={z1+ ...+ xp/z1 € Ih,...,xp € I,} Cet ensemble se note aussi I + ... + I,
I + ...+ I, est un idéal de (A, +, x) (Une somme d’idéauz est un idéal)
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car ...

Proposition 1.5.8 Soit f un morphisme d’anneaux de A vers B. Alors Ker(f) est un idéal de
A.

car ...

1.5.2 Idéal engendré par 1 élément

Définition-théoréme 1.5.9 Soit (A, +, x) un anneau commautatif et © € A.
Notons xA = {xa/a € A}.
x A est un idéal de A appelé idéal engendré par x. C’est lintersection des idéaux contenant x.

car ...
Exemple 1.5.10 — les nZ sont des idéaux de Z (vu au dessus)

— Dans Uanneau R[X], notons I = {P € R[X]/P(0) = 0}. Montrer que I = XR[X]
1.5.3 Divisibilité dans un anneau commutatif et intégre

Définition 1.5.11 Soit (A, +, X) un anneau commutatif et intégre, et x,y € A.
On dira que = divise y dans A si et seulement si dJa € A tq y = ax. On dit aussi que y est
multiple de © dans A.

Proposition 1.5.12 — a divise b et b divise c = a divise ¢
— a divise a
— a divise b et b divise a <= Ju inversible dans A tel que b = ua

Proposition 1.5.13 Soit (A, +, X) un anneau commutatif et intégre, et x,y € A.
x divisey < yA C A

car ...

1.5.4 Idéaux de Z
Théoréme 1.5.14 Les idéaux de 7. sont les nZ

On a déja vu que les nZ sont DES idéaux de Z. Il faut juste prouver qu’il n’y en a pas d’autre.
Or un idéal étant un sous-groupe additif, on sait déja que les nZ sont les seuls sous-groupes
additifs de Z CQFD

1.5.5 PGCD de n entiers

Théoréme 1.5.15 Soient 1, ..., x, des entiers.
Alors Ad e N tq x1Z + ... + x, 7 = dZ

car x1Z + ... + x,7Z est un idéal de Z et ... L’unicité se déduit de ...

Théoréme 1.5.16 [’entier d du théoréme précédent est caractérisé par :
Vi, d divise x;
et
Vo € Z, (6 divise tous les x;) = ¢ divise d
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car ...

Définition 1.5.17 Cet unique entier naturel d s’appelle Pged de x4, ..., x,, ; on le note Pged(xq, ..., zy,)
Conséquence 1.5.18 Associativité du Pgced : Pgcd(xy1,x2,x3) = (x1Ax2)Ax3 = 21 A (22 AT3)

En effet 217 + 207 + 237 = (217 + 29Z) + 237 = (x1 A x2)Z + 237 = ((x1 A x2) A x3)Z et de
méme, .IlZ + $2Z + ZL'3Z = le + (IQZ + QZgZ) = QZ1Z + (IEQ A 1‘3)Z = (1’1 AN (1‘2 A Ig))Z
Le Pgcd de n entiers va donc se calculer de proche en proche.

Théoréme 1.5.19 Théoréme de Bezout :
Pgcd(zq,...,zp) =1 <= Juy,...,up € Z, z1u1 + ... + THU, =1

car ...

1.6 L’anneau Z/nZ

On sait déja que (Z/nZ,+) est un groupe abélien.

1.6.1 Des définitions

On a déja vu la compatibilité de la relation de congruence modulo n avec la multiplication.
Ceci permet de définir une multiplication interne dans Z/nZ comme suit : a X b = ab.
Définition-théoréme 1.6.1 (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif de neutre 1. C’est un an-
neau de cardinal n.

Quand il n’y a pas de doute, cet anneau est seulement désigné sous la forme Z./nZ. (sans mention
des lois)

Exemple 1.6.2 e Construire la table de multiplication de Z./67Z

.4 . n
e Dans Z)TZ, 2 =2 car ... en déduire que pour tout entier naturel n, 7 divise 2*" +5

Exercice 1.6.3 Donner les deuz derniers chiffres de l’écriture décimale de 32916

1.6.2 Morphisme

7~ 707

Définition-théoréme 1.6.4 L’application {k est un morphisme d ’anneaux sur-

- k
jectif, appelé morphisme canonique.
Son noyau est nZ

car ...

1.6.3 Eléments inversibles pour la multiplication

Théoréme 1.6.5 Soit k € Z.
Sa classe k modulo n est inversible dans Z./nZ. si et seulement si k An = 1.

car ...
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Remarque 1.6.6 Dans Z/n’Z, linverse de k s’il existe s’obtient a Uaide de Uidentité de Bézout,
et donc a partir de l’algorithme d’Euclide.

Exercice 1.6.7 Trouver l’inverse de 16 dans 7/35Z.
Proposition 1.6.8 n non premier =—> 7Z,/nZ n’est pas intégre

car ...

Exemple 1.6.9 Dans Z/6Z, 2 x 3 =0

Remarque 1.6.10 Si pged(k,n) # 1 et k # 0 alors k est un diviseur de 0 dans Z/nZ, c’est a
dire qu’il existe b # 0 tel que kb =0

A traiter en exercice.

1.6.4 Le corps (Z/nZ,+, x)

Théoréme 1.6.11 (Z/nZ,+, x) est un corps <= n est premier.

car ...

1.6.5 Petit théoréme de Fermat

Théoréme 1.6.12 p premier.
eVa€Z, a® =a [p
e Va € Z, pgcd(a,p) =1 = aP~1 =1 [p] c’est a dire, a" ' =1 dans Z./pZ.

La démonstration repose sur :
1<k<p—1=k(?) =p(?}) et donc, si p est premier, pour k tel que 1 <k < p—1, p divise

(3)-

Puis ...

1.6.6 Le théoréme (ou lemme) chinois

Théoréme 1.6.13 m,n > 2 deux entiers tels que m An =1
7. 7. —Z)mZ x Z/nZ

Alors Uapplication | fmn /m / ot r(a) est la classe de a modulo m et s(a)
a — (r(a), s(a))

est la classe de a modulo n, est un isomorphisme d’anneauz.

Car ...

Exercice 1.6.14 Déterminer x entier compris entre 100 et 120 tel que x — 2 est divisible par 3
et x — 5 est divisible par 7

6r+2y =2

Exercice 1.6.15 Résoudre dans Z./127. le systéme :
dr—3y =4
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1.6.7 Indicatrice d’Euler

Définition 1.6.16 Soitn un entier naturel tgn > 2. On appelle indicatrice d’Euler de n l’entier
o(n) =Card{k € Z/1 <k <n et kAn=1} c’est a dire, le nombre d’entiers compris entre 1 et
n et premiers avec mn.

Remarque 1.6.17 e ©(n) est le nombre d’éléments inversibles dans Z/nZ.
N\{0,1} — IN*

est appelée fonction indicatrice d’Euler.
— ¢(n)

o L’application ¢ :

1.6.7.1 Calcul de ¢(n)

— Le crible : voir informatique. On décompose n en produit de nombres premiers (pas simple
sitot que n est grand), puis on élimine parmi tous les entiers entre 1 et n les multiples de
tous les nombres premiers entrant dans la décomposition de n
Exemple 1.6.18 Déterminer ¢(36)

1
— Théoréme 1.6.19 p premier et a € IN*. Alors p(p®) = p® — p*~ !t = p¥(1 — E)

— Théoréme 1.6.20 Soit n € IN{0,1}, avec n = p"'p5>..pp", les p; étant premiers et
distincts 2 a 2, et les o € IN™.

alors p(n) =n (1 B pll) (1 - Plk>

Se démontre & partir du théoréme chinois ...

1.6.7.2 Théoréme d’Euler

Théoréme 1.6.21 Soitn >2 etacZ
aAn=1=a?™ =1 [n]

Car ....

Remarque 1.6.22 Dans le cas o n est premier il s’agit du petit théoréme de Fermat.
Le théoréme d’Euler est une généralisation de ce petit théoréme de Fermat au cas ot n n’est pas
premier, en conservant l’hypothése a An = 1.

Conséquence 1.6.23 Si a est premier avec n, alors linverse de a dans Z./nZ est ar(m-1

Exemple 1.6.24 Codage RSA Bernard est émetteur d’un message, et Alice le récepteur (par
exemple, Alice est marchand et attend le numéro de CB que Bernard va lui envoyer pour payer
son achat.)

Alice va envoyer a Bernard de quoi coder son message en sorte qu’elle soit la seule 4 pouvoir le
décoder (donc pas de piratage)

Pour ce faire, elle choisit deur nombres premiers p et q trés grands. On note n = pq et elle
choisit un entier d tel que d A (p —1)(¢ — 1) = 1. d est alors inversible dans Z./(p — 1)(¢ — 1)Z.
Soit alors e son inverse dans Z/(p — 1)(¢ — 1)Z avec 1 <e < (p—1)(¢ — 1).

Alice envoie ¢ Bernard le couple (n,e)

Bernard crypte le message numérique M (avec M < n) par M — M¢€ [n].

Voyons maintenant comment Alice le décode : elle le décode par D — DY [n].

En effet : Alice a recu D = M¢®. Alors aprés son décodage elle a Me?. I reste ¢ montrer que
Med =M.

ler cas : SiM An=1
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Jk tged = 1+ k(p—1)(g — 1). On est dans le cas o le théoréme d’Euler est applicable :
M?™) =1 [n]; de plus n = pg = ¢(n) = (p — 1)(¢ — 1) = M*® = M [n]. Résultat prouvé
dans ce cas.

2éme cas : si M non premier avec n alors p ou q divise M. Prenons p divise M i.e. Ja > 1 tq
M = p*m avec m entier et mAp=1. Or0< M <n=pg=—= m < q= mAq=1. Donc par
un corollaire de gauss, m An =1, et le ler cas conduit @ m® = m [n].

donc Med = (pam)de = pademde = m_pade'

Or p® =0 [p] ; ¢ premier => p?~ ' =1 [q]. Mais de = 1+k(p—1)(q—1) = p?¢ = p.1*¢-1 =
p lq] et done p*® = p* [q].

Finalement p®¢ —p® = 0 [p] et p*@® —p* = 0 [q|, donc par le théoréme chinois, p*@ —p* = 0 [n]
i.e. p*d¢ = p* [n], donc M = m.p® = M [n], ce qui achéve la démonstration dans ce second
cas.

Alice décode effectivement par D — D?. Elle est la seule a connaitre d, donc est la seule d pouvoir
décoder l’envoi de Bernard.

1.7 L’anneau K|[X] ott K est un sous-corps de C

1.7.1 Idéaux de K[X]
Théoréme 1.7.1 Les idéauz de K[X|] sont les A.K[X] ou A € K[X]

car ...

1.7.2 Pgcd de 2 polynémes

Théoréme 1.7.2 A, B € K[X] non nuls.
G unitaire, i.e. de coefficient dominant égal o 1
Alors 3G € K[X] tel que G divise A et B
tout diviseur de A et B divise G

car ...

Notation 1.7.3 Ce polynéome G unique s’appelle PGCD de A et B et se note PGCD(A, B) ou
ANB.

Proposition 1.7.4 VA, B € K[X] avec A et B non nuls, Vo, § € K*,
PGCD(aA,BA) = PGCD(A, B)

car ...

Définition 1.7.5 On introduit de la méme maniére que dans Z., par la somme d’idéauz, le Pgcd
de n polynomes.

Proposition 1.7.6 Si Py, P>, P3 sont des polynémes, (Py A Po) AN P3s = Py A (P2 A\ Ps)

1.7.3 Bézout, Gauss

Définition 1.7.7 On dit que les polynomes A et B sont premiers entre euz si et seulement si
Pgcd(A,B) = 1.

Remarque 1.7.8 Attention : si on prend A le polynéme constant égal a 2 et B le polynome
constant égal o 4, alors AN B = 1 dans K[X]... On fera donc trés attention auz polynémes
constants.
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Remarque 1.7.9 ANB=1 < VAe K*Vue K*, MAAuB =1

Voir 1.7.4

Théoréme 1.7.10 Pgcd(A,B) =1 < 3U,V € K[X] tels que AU + BV =1
car ...

Proposition 1.7.11 a,b € K avec a # b, alors PGCD(X —a,X —b) =1

car ...

Théoréme 1.7.12 A, B,C des polynomes.
C divise AB et A et C premiers entre eur —> C divise B.

car
Théoréme 1.7.13 CAA=1etCAB=1= CA(AB)=1

Faites le

1.7.4 Polynomes irréductibles de K[X]

Définition 1.7.14 Soit P € K[X|. On dit que P est irréductible si et seulement si deg(P) > 1
et les seuls diviseurs de P sont les polynémes constants non nuls ainsi que les AP avec A € K\{0}

Théoréme 1.7.15 Théoréme de décomposition

Soit P € K[X] avec deg(P) > 1

Ix € K\{0}, 3k € N*, 3(P..., Py) polynomes irréductibles unitaires distincts 2 & 2, 3(n1, ...,nx) €
IN* ¥ tels que P = \P/"...P]'*

Cette décomposition est unique a [’ordre des facteurs prés.

Voir la démonstration dans le cours de Mpsi.

Théoréme 1.7.16 D’Alembert Gauss : Tout polynéme de C[X| non constant admet au mons
une racine complexe.

Admis

Conséquence 1.7.17 Les polynomes irréductibles de C[X] sont exactement les polynomes de
degrés 1

Définition 1.7.18 Un polynome qui est produit de polyndémes de degré 1 est dit scindé
Conséquence 1.7.19 Tout polynome est scindé dans C[X]

Ce résultat est un résultat théorique : bien souvent on ne sait pas trouver les racines du polynome
de C[X], on ne sait donc pas écrire le polynéme sous sa forme scindée.

Exemple 1.7.20 Ecrire sous forme scindée dans C[X] les polynomes suivants :
e A=X3-X21+X-1

e B=X%-1

e C=X*4+4

Théoréme 1.7.21 Les polynomes irréductibles de R[X] sont :
e les polynomes de degré 1 et
o les polynomes de degré 2 sans racine réelle

Rappel : si A est racine de P € R[X] avec A € C\ R alors X est racine de P de méme ordre de
multiplicité que .
C’est la base de la démonstration du théoréme.
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1.8 Algeébres

1.8.1 Généralités
Définition 1.8.1 On appelle algébre sur le corps K un quadruplet (A, +, x,.) tel que

1. (A, 4+, X) est un anneaw
2. (A, +,.) est un espace vectoriel
3. VA€ K, Va,be A, (Aa) xb=A(axb)=ax(\b)

Une algebre est dite de dimension finie, lorsque ’espace vectoriel (A, +,.) est de dimension finie.
Une algebre est dite commutative lorsque 'anneau (A4, +, x) est commutatif

Exemple 1.8.2 — (K[X], 4+, x,.). Cette algébre est-elle commutative ? de dimension finie ¢
— (L(E),+,0,.). Cette algébre est-elle commutative ¢ de dimension finie ¢
— (M (K),+, x,.). Cette algébre est-elle commutative ¢ de dimension finie ?
— (F(X,K),+, x,.). Cette algébre est-elle commutative ? de dimension finie ?

1.8.2 Sous-algébres

Définition 1.8.3 Soit (A, +, X,.) une algébre et B C A. On dira que B est une sous-algébre
de A si et seulement si

e (B,+, x) est un sous-anneau de (A, +, X)

e (B,+,.) est un sous espace vectoriel de (A,+,.)

Proposition 1.8.4 B est un sous-algébre de (A, +, X,.) si et seulement si :
Vr,y € B, Va,B € K

ear+pyceB

exye B

elp€enB

Exemple 1.8.5 R, [X] est il une sous-algébre de (R[X],+, x,.) ?

1.8.3 Morphisme d’algébre

Définition 1.8.6 A et B deux algébres et f : A — B.
f est un morphisme d’algébre si et seulement si : f € L(A, B) et f est un morphisme d’anneaux

Proposition 1.8.7 f: A — B est un morphisme d’algébres si et seulement si
Ve,y € A, Vo, € K

o flax+ By) = af(z) + Bf(y)

o flzy) = f(x)f(y)

e f(la)=1p
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2.1 Sous espaces stables

Définition 2.1.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel E, et uw € L(E)

On dira que F est stable par u si et seulement si u(F) C F, c’est ¢ dire Ve € F, u(x) € F
Dans ce cas, la restriction de u a F est un endomorphisme de F. On ’appelle I’endomorphisme
induit par u sur F

Conséquence 2.1.2 Plagons nous dans le cas o dim(F) =n et dim(F) = p.

Soit B = (e1,...,€p,€pt1,...,€5) une base de E adaptée a4 F, c’est a dire une base dont les p
premiers vecteurs forment une base de F et les n—p autres forment une base d’un supplémentaire
de F dans E.

F est stable par u < Matg(u) = ( 4 B

0 C ) (matrice par blocs) ot A est la matrice de u
dans la base (e, ...,ep) de F.

Donc F stable par u <= 3B base de E adaptée a F telle que la matrice de u dans B est une
A B

0 C

Dans ce cas, det(u) = det(A)det(C) = det(u p)det(C)

matrice triangulaire par blocs

P
Généralisation : F = @ F,

k=1
p

Les sev F}, sont stables par u si et seulement si VB base de E avec B = U By et By base de Fy,
k=1

19
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Ay
Ay 0
alors Matp(u) =

0
A
On dit que u est diagonalisable par blocs.

P

Théoréme 2.1.3 Soit E ev de dimension n et u € L(E).
P
u est diagonalisable par blocs si et seulement si il existe F1, ..., F}, des sev de E tels que E = @ Fy

k=1
avec Yk, Fy est stable par u.

Proposition 2.1.4 Soient u,v € L(E). u et v commutent = Im(u) et Ker(u) sont stables
par v.

A vous de faire cette démonstration.

2.2 Eléments propres

2.2.1 Cas d’un endomorphisme

Définition 2.2.1 Soit u € L(E) et A € K.
On dira que X est valeur propre de u si et seulement si Iz € E tel que x # 0 et u(x) = A\x
Un tel vecteur x est appelé vecteur propre de u associé a la valeur propre A.

D’ou
Définition 2.2.2 Soitu e L(E) etx € E

x#0
On dira que x est vecteur propre de u <~ et

INe K, u(z) =Xz
Remarque 2.2.3 Le vecteur nul 0 n’est pas un vecteur propre.

Proposition 2.2.4 ) est valeur propre de u

— Ker(Aidg —u) # {Og}

<= L’endomorphisme \idg — u n’est pas injectif

Conséquence 2.2.5 Important
u non injectif <= 0 est valeur propre de u

Clair ...
Proposition 2.2.6 x est vecteur propre de w < x # 0 et Vect(z) est stable par u
En effet ...

Remarque 2.2.7 Donc, chercher les vecteurs propres de u revient a chercher les droites vecto-
rielles stables par u.
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Définition 2.2.8 u € L(FE) et A une valeur propre de u.
Le sous espace Ker(\idg —u) = Ker(u — \idg) est appelé sous-espace propre de u associé a
la valeur propre A et souvent noté Ey(u)

Remarque 2.2.9 — Un sous espace propre n’est jamais réduit au vecteur nul, donc est
toujours de dimension supérieure ou égale a 1
— Un sev propre est constitué de tous les vecteurs propres associés a la valeur propre et du
vecteur nul( qui n’est pas considéré comme un vecteur propre).

Exemple 2.2.10 — E = R? et B la base canonique. Soit u € L(E) de matrice dans B

4 =2 .
< 3 1 ) Montrer que u a exactement 2 valeurs propres qui sont 1 et 2.
— u = aidp. Montrer que u a 1 et 1 seule valeur propre.
F — FE

— E=C>*R). Soit D :

(®) .o
Montrer que tout réel X est valeur propre de D, et déterminer le sous-espace propre associé
a la valeur propre \.

E E
— E=K[X]etD: { p : P Montrer que D n’a qu’une seule valeur propre a dé-
terminer (penser a travailler sur le degré des polynémes). Quel est alors le sev propre de

D?

Définition 2.2.11 L’ensemble des valeurs propres de u est appelé le spectre de u et noté

Sp(u).

2.2.2 Sous-espaces propres
Somme directe de sev

Définition 2.2.12 Soit E un espace vectoriel.

Soit F', G, H des sev de E. On sait que F +G + H est encore un sev de E. Mais rien ne dit que
ce sev c’est F tout entier. Peu importe. On notera SM cet espace somme : SM = F + G+ H.
SM C E.

On dira que la somme F + G + H est directe si et seulement si Vu € F+ G+ H, (z,y,2) €
FxXGxHtqgu=z+y+ z.

Dans ce cas, pour dire que la somme posséde cette propriété de somme directe, on écrira F +
G+H=FoGoH

Exemple 2.2.13 Dans R3, F = Vect(e;) ot e; = (1,0,0), G = Vect(es) ot ea = (0,1,0) et
H = Vect(eg) ot ez = (1,1,0).

Soitu=(2,3,0), u € F+G+ H car u = 2e1 + 3ez. Mais la somme n’est pas directe car u s’écrit
ausst u = es + 2e3 La décomposition n’est pas unique.

Second exemple : E = R, F = Vect(e1) oti e; = (1,0,0,0), G = Vect(ez) ot ea = (1,1,0,0)
et H = Vect(esz) ot e3 = (1,1,1,0). La somme est directe, car soit u € F + G + H, alors
(e, B,7) € R3 tq u = aey+Bea+ves. Un vecteur de la somme s’écrit donc (a+ B+, 8+7,7,0),
et cette écriture est unique (a vérifier).

Théoréme 2.2.14 Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes
deuzx o deuz est une famille libre.

Autrement dit, VAq,..,\, valeurs propres de u deuw & deuz distinctes, et Vxi,...,x, vecteurs
propres tels que xy, est vecteur propre associé 4 Ay, alors (x1,...,xp) est libre



22 CHAPITRE 2. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Car ...

Conséquence 2.2.15 La somme d’une famille finie de sous-espaces propres associés a des va-
leurs propres distinctes 2 a 2 est directe

car

Conséquence 2.2.16 Si dim(E) = n et u € L(E), alors u posséde au mazimum n valeurs
propres distinctes, autrement dit, Card(Sp(u)) < dim(E)

Car chacun des sous espaces propres étant de dimension supérieure ou égale a 1, et les sous
espaces propres étant en somme directe, il ne peut pas y avoir plus de n sous-espaces propres.

Théoréme 2.2.17 u et v € L(E). Siu et v commutent alors tout sev propre de u est stable par
.

En effet, si u et v commutent, alors u — Aidg et v commutent et donc, Ker(u — Aidg) est stable
par v.

Conséquence 2.2.18 Tout sev propre de u est stable par u

car u et u commutent ... (on peut aussi faire une démonstration directe)

2.2.3 Cas d’une matrice carrée

Définition 2.2.19 Soit A € M, (K)
— Soit A € K. On dit que \ est valeur propre de A

si et seulement st 3X € M, 1(K), X #0 et AX =X
st et seulement si M, — A est non inversible
si et seulement si det(A\l, — A) =0

— On dira que X € M, 1(K) est vecteur propre de A si et seulement si
X#0etINe K, AX =X

— L’ensemble des valeurs propres de la matrice A s’appelle le spectre de A et se note Sp(A)

— L’ensemble des X € M, 1(K) t¢ AX = AX est appelé sev propre de A associé a la
valeur propre \ et se note souvent Ey(A)

Théoréme 2.2.20 Dim(E) = n, B une base de E. Soit u € L(E) de matrice A dans la base
B : A= Matg(u). Alors
— wu et A ont le méme spectre.
— x vecteur propre de u associé ¢ A <= la matrice colonne X des coordonnées de x dans
la base B est vecteur propre de A associé a A

clair car ..
Conséquence 2.2.21 Deuz matrices semblables ont le méme spectre

Rappel : Les matrices A et B de M,,(KK) sont semblables <= 3P € GL,(K) tel que B = P"1AP

Mais la réciproque de ce théoréme est fausse : les matrices I = ( (1) (; et B = (1) 1 ) ont

le méme spectre, mais elles ne sont pas semblables. En effet, seule I est semblable a I car
P~'IP =P~ 'P =1, et B n’est pas la matrice I, donc I et B ne sont pas semblables, pourtant
elles ont le méme spectre {1}.



2.2. ELEMENTS PROPRES 23

Proposition 2.2.22 0 € Sp(A) < det(A) =0
i.e. Toute matrice non inversible posséde 0 pour valeur propre

C’est clair en revenant & la définition d’une valeur propre. Mais c’est trés important.
Théoréme 2.2.23 Soit A € M, (R) On sait que A € M,,(C). Alors Spr(A) C Spc(A)

Clair car ...

-1
1 0 ).Montrer

Remarque 2.2.24 [l n’y a pas nécessairement égalité : par exemple A = (

que Spr(A) = 0 et déterminer Spc(A).

Remarque 2.2.25 Ce théoréme se généralise a tous corps K' C K.

2.2.4 Polynéme caractéristique
2.2.4.1 Des définitions

Définition 2.2.26 Soit A € M,,(K).
On appelle polynéme caractéristique de A le polynome noté x 4 = det(X1,—A) = (—1)"det(A—
XI,)

1 1
Exemple 2.2.27 e Déterminer xa ot A = ( -1 2 |. On trowve : x4 = (X — 2)2X
2
0
2
0

1
o Méme question pour la matrice A= | 0
1

Théoréme 2.2.28 Sp(A) est l’ensemble des racines de x a

Clair en revenant & la définition d’une valeur propre, mais fondamental : pour déterminer les
valeurs propres de A on calcule son polyndme caractéristique et on en cherche les racines.

Proposition 2.2.29 Soit A et B dans M,,(K).
— A et B semblables = x4 = xB.
XA T XiA
car 3P € GL,(K) tel que B = P71AP.
Alors xp = det(XI—B) = det(XP 1 IP— P 1AP) = det(P~Y(XI— A)P) = det(XI—A) = xa
D’ou

Définition 2.2.30 Soit u € L(E) et dim(E) = n.
On appelle polynome caractéristique de u le polyndéme noté x, défini par

Xu = det(Xidg — u) = (—1)"det(u — Xidg)

E — FE

P — P4pP - Quel est le polynome caractéristique

Exemple 2.2.31 F = K, [X] et D : {
de D ?
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2.2.4.2 Coefficients

Proposition 2.2.32 A4 € M, (K)
xa(X) = X" —tr(A)X" 1+ ..+ (—1)"det(A)
Car ...
Conséquence 2.2.33 — Dans le cas o n = 2, le polyndme caractéristique s’obtient tres
facilement c’est X2 — tr(A)X + det(A)
— K:C:Sp@(A)?é@
— K =R et n impair => Spr(A) # 0
— Card(Sp(A)) < n (on le savait déja)

2.2.5 Quelques cas particuliers
a
az

Proposition 2.2.34 Si A est triangulaire : A =

Qn
n

alors x4 = H(X —ay)

k=1
Remarque 2.2.35 On a vu que : x4 = det(XI, — A) = (—1)"det(A — XI,,)

La seconde expression peut étre plus pratique dans un calcul car elle n’impose pas de changer
tous les signes des coefficients de A.

Théoréme 2.2.36 — Soit M € M, (K) une matrice définie par blocs M = ( 4 B ) ot

0 C
Ae M,(K) et C € My_,(K). Alors xp = xa-XC
— Si I est un sev stable par u, notons @ la restriction de u a F. Alors x5 divise x, dans
K[X]

car ...

2.2.5.1 Multiplicité d’une valeur propre

Définition 2.2.37 Soit A € M,,(K) et A € Sp(A).

On appelle ordre de multiplicité de A\ sa multiplicité en tant que racine du polynéme x 4.
Cette multiplicité se notera souvent mul(\)

Donc mul(\) =r <= xa = (X —A)"R avec R € K[X] et R(\) #0

Attention : il y aura deux maniéres de compter les valeurs propres :

1) on énumére les valeurs propres distinctes 2 & 2 : Aq, ...\,

2) on les compte avec leur multiplicité, i.e. on écrit chaque valeur propre autant de fois que sa
multiplicité.

alors Sp(A) = {1,2} mais parler des valeurs propres

b
. d
Par exemple soit A = 9
0

OO O =
o O NS
N~ 0 O

comptées avec leur multiplicité revient a écrire 'ensemble des valeurs propres ainsi {1, 2,2, 2},
i.e. )\1:17 /\2:2, )\3:2, )\4:2
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Remarque 2.2.38 Pour une matrice triangulaire, les valeurs propres se lisent sur la diagonale
et leur multiplicité aussi. Ce résultat est en général faux pour une matrice non triangulaire

Proposition 2.2.39 Soit A € M,,(K). Si xa est scindé (ce qui est le cas sur C), alors A posséde
n valeurs propres comptées avec leur multiplicité et

tr(A) = A et det(A) = J] A
k=1 k=1

Car xa = X" — tr(A)X"~1 + .+ (—1)det(A) = [ (X = )

k=1
Théoréme 2.2.40 Soit A € M, (K) et A € Sp(A) avec mul(\) = m.
Alors 1 < dimE)(A) < m

Pour le démontrer, on va travailler sur les endomorphismes. Soit E ev de dimension n, B une base

de FE et u € L(FE) tel que Matg(u) = A. Soit By une base de E)(u), avec dim(E,) = k, qu’on

compléte pour former une base B’ de E. Alors la matrice de u dans la base B’ est Matp (u) =
A0 O

donc x,, = (X — A\)*x¢ et donc (X — \)* divise x,, d’ott k < m

Théoréme 2.2.41 Cas particuliers
— Soit A € M, (K) avec x4 scindé et a racines simples. Alors A est semblable a une matrice
diagonale
— dim(E) =n, u € L(E) tel que x,, est scindé et a racines simples, alors il existe B base
de E telle que Matp(u) est diagonale.

Se démontre & aide de 2.1.3

2.3 Diagonalisation : on suppose dans la suite que F est de
dimension finie

2.3.1 Endomorphisme diagonalisable

Définition 2.3.1 Soit u € L(E). On dira que u est diagonalisable si et seulement si il existe
une base B de E telle que Matg(u) est diagonale.

aq 0

Une telle base est constituée de vecteurs propres car si Matg(u) = alors

0 an
Vk, u(ex) = arer ol ey est le k'™ vecteur de B, donc non nul. C’est un vecteur propre.

Théoréme 2.3.2 Soit v € L(E). u est diagonalisable <= E est somme directe de ses sev
propres.

car ...
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Exemple 2.3.3 Cas des projections : une projection est diagonalisable.

Soit p une projection sur F' de direction GG. On sait que F' et G sont supplémentaires F &G = E.
Vx € F, p(x) = z donc les vecteurs de F' sont des vecteurs propres. De méme Vz € G, p(z) =0,

les vecteurs de G sont aussi des vecteurs propres. Si on note 3; une base de F' et By une base
1 0

(0)

de G, alors B = B; U By est une base de E et Matg(p) = , p est

(0)

0
donc diagonalisable (on verra plus tard une autre démonstration du fait qu’une projection est
un endomorphisme diagonalisable).

Exemple 2.3.4 Cas des symétries : une symétrie est diagonalisable et il existe une base B de
1

FE dans laquelle la matrice de la symétrie est du type

A vous de le faire ...

2.3.2 Matrice diagonalisable

Définition 2.3.5 A € M, (K). On dira que A est diagonalisable <= A est semblable a une
matrice diagonale, i.e. 3P € GL,(K), 3D diagonale tq, D = P"1AP

Proposition 2.3.6 A est diagonalisable si et seulement tout endomorphisme u dont la matrice
est A dans une base B est diagonalisable

Oui
-8 -2 8
Exemple 2.3.7 Soit A = 5 3 -4
-7 -2 7

1. Déterminer x a et vérifier que x4 = (X +1)(X — 1)(X —2)
2. En déduire les valeurs propres et les sous-espaces propres de A.

3. Montrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice D € M, (R) et P € GL,(R)
telles que D = P~1AP

2 -2 -2
Exemple 2.3.8 Soit A= 0 3 1
1 -2 -1

1. Déterminer x4 sous forme factorisée.
2. Déterminer les sev propres de A.

3. A est-elle diagonalisable ?
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0 -2 0
Exemple 2.3.9 Soit B = 1 3 0
-1 -2 1

1. Déterminer xp sous forme factorisée.
2. B est-elle diagonalisable ?
3. Comparer avec 16.5.13

2.3.3 Premiers critéres de diagonalisation

Théoréme 2.3.10 Soit E un ev tel que dim(E) =n et u € L(E)
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. u est diagonalisable
2. Il existe une base de E composée uniquement de vecteurs propres de u ;
3. E est somme directe de ses sev propres
4. Xu est scindé et YA € Sp(u), dim(Ex(u)) = mul(N)
Car : 1 <= 2 c’est la définition : les vecteurs de la base B dans laquelle u est diagonale sont
des vecteurs propres

1 < 3 c’est le théoréme 2.3.2
1 < 4car...

On peut retrouver le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.11 yx, est scindé et x, G racines simples =—> u est diagonalisable

car si y,, est  racines simples, alors les valeurs propres sont de multiplicité 1 et donc la dimension
des sev propres étant comprise entre 1 et la multiplicité, la dimension des sev propres est égale
1, c’est & dire & la multiplicité des valeurs propres. On utilise alors le critére 4.

Remarque 2.3.12 Ce théoréme est une autre maniére d’écrire le théoréme 2.2.41

Remarque 2.3.13 ATTENTION La réciproque est fausse. il ne s’agit la que d’une
implication

Donner un exemple d’endomorphisme diagonalisable dont le polynéme caractéristique n’est pas
& racines simples.

Exemple 2.3.14 Reprendre l'ezemple 2.3.9

On voit donc qu’il est essentiel de connaitre la dimension des sev propres. Pour cela on dispose
du

Théoréme 2.3.15 Soit A € M, (K) et A € Sp(A). Alors dim (E5(A)) = n —rg(A — A])

C’est clair : c’est le théoréme du rang. Mais c’est trés pratique.

1 11
Exemple 2.3.16 Soit A = 1 11 Montrons avec le minimum de calculs que A est
1 11

diagonalisable.

rg(A) =1 donc 0 est valeur propre de A et dimEq(A) = 2. A posséde 3 valeurs propres comptées
avec leur multiplicité : 0, 0, X. De plus tr(A) =3 = 0+ 0+ A. Donc Sp(A) = {0,3}. On sait
que 0 est valeur propre double, donc 8 est valeur propre simple, donc 1 < dimE3(A) < 1, d.e.
dimE3(A) =1 et finalement A est diagonalisable.
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Exemple 2.3.17 Soit A = . Il est clair que Sp(A) = {2}.

S O N
[enll R
DO W

dimEy(A) =3 —rg(A—2I). Or A—2[] = qui est de rang 1, donc

o O O
O O =
O O W

dimEy(A) =3 —1=2.
La matrice A est-elle diagonalisable ?

2.4 Trigonalisation

2.4.1 Trigonalisation

Rappel
A € M, (K). Si A est triangulaire alors les valeurs propres de A sont ses éléments diagonaux et
n

Xa = (X = ax). Voir 2.2.34
k=1
Définition 2.4.1 dim(E) =n, u € L(E)

On dira que u est trigonalisable si et seulement si il existe B base de E telle que Matp(u) est
triangulaire supérieure

Définition 2.4.2 Soit A € M, (K). On dira que A est trigonalisable si et seulement si A est
semblable 4 une matrice triangulaire supérieur

Théoréme 2.4.3 Soit A € M,,(K).

A est trigonalisable <~ A est la matrice d’un endomorphisme trigonalisable

< [l’endomorphisme canoniquement associé a A est trigonalisable
Proposition 2.4.4 u diagonalisable = u est trigonalisable
clair ...

Théoréme 2.4.5 Une matrice/un endomorphisme est trigonalisable si et seulement si son po-
lynome caractéristique est scindé

car ...

Conséquence 2.4.6 Tout endomorphisme d’un C—espace vectoriel est trigonalisable
Toute matrice de M, (C) est trigonalisable

Car tout polynome de C[X] est scindé, et donc y,, et x4 sont scindés sur C

Proposition 2.4.7 Soit A € M,,(K). Si A est trigonalisable, alors A est semblable a une matrice
triangulaire supérieure dont les éléments diagonauz sont les valeurs propres de A comptées avec
leur multiplicité
n

clair car y4 = H(X — M) ot les A, sont les valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

k=1
Soit T' = (t; j)i,je[1,n] triangulaire supérieure semblable & A. Alors xa = x7 et donc les racines
de xr sont les A, mais T étant triangulaire, les racines de x7 sont les ¢ . Donc les éléments
diagonaux de T sont bien les valeurs propres de A.
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Conséquence 2.4.8 Siu € L(E) est tel que x,, scindé, alors tr(u Z)\k et det(u) = [ M

ou les A\, sont les valeurs propres de u comptées avec leur multzplzczte
Bien entendu, il y a la méme conséquence pour les matrices.

2.4.2 Application : Détermination de la valeur propre de plus grand
module (méthode des traces)

Soit A € M,,(C). On sait que A est semblable & une matrice 7" triangulaire supérieure dont
les éléments diagonaux sont les valeurs propres de A.
On suppose les valeurs propres rangées dans le sens des modules décroissants et on
suppose en outre que la valeur propre de plus grand module est unique, i.e. si Sp(4) =
{A1,...,Ap} on a classé les valeurs propres en sorte que |A,| < ... < |A2] < |A1]. Notons alors
m = mul(\)-

M
)\k
alors T = ! \k . Ainsi tr(T¥) Z)\ mul(AY) et donc tr(AK) =
2
) k

p &

> A mul(A

=1

On suppose enfin que Yk € IN, tr(A¥) # 0

tr(Ak+D) m)\’i”'1

tr(Ak) mA¥

Et donc, on obtient assez simplement & ’aide de Python une approximation de la valeur de
tr(Ak+1)

A= lim ——=

k—+o0 tr(Ak)

~ A1

Pour r > 2, \F =0, (\}) donc

2.5 Polyndmes d’endomorphismes, de matrices carrées

2.5.1 Deéfinitions et premiéres propriétés

Définition 2.5.1 Soit P =ag+ a1 X + ... + a, X" € K[X]
1. Soit u € L(E). On notera P(u) l’endomorphisme de E défini par
P(u) = agidg + a1u + asu? + ... + a,u™
2. Soit A € M, (K). On notera P(A) la matrice de M,,(K) définie par
P(A) = agl, + a1 A+ asA? + ... + a, A"

Remarque 2.5.2 Ne pas oublier idg dans P(u), ni I,, dans P(A)
Ezemple : si P =2+ X —3X? etu € L(E), alors P(u) =

Proposition 2.5.3 dim (E) = n, B une base de E, u € L(E) et A = Matg(u)
Soit P € K[X] alors P(A) = Matp(P(u))
Car ...

Théoréme 2.5.4 Sot u € L(F)
L’application ¢ : K[X]| — L(E) définie par P — P(u) est un morphisme d’algébres
1.€e.
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— VP,Q € K[X],Ya, B € K, (P + BQ)(u) = aP(u) 4+ BQ(u)
— VP,Q € K[X], (PQ)(u) = P(u)oQ(u)
— Igx)(u) = idg

car ...

Conséquence 2.5.5 Soit u € L(F)
VP, Q € K[X], P(u) et Q(u) commutent et donc, VP € K[X], P(u) et u commutent

Clair, car PQ = QP de méme que XP = PX (on peut aussi le prouver directement)
Conséquence 2.5.6 ker(P(u)) et Im(P(u)) sont stables par u.
Voir 2.1.4

Définition 2.5.7 Soit u € L(E)
On appelle polynome annulateur de u tout polynome P € K[X] tel que P(u) = 0.
Les polynomes annulateurs de u sont les éléments de ker(¢) = {P € K[X]/P(u) = 0}.

Proposition 2.5.8 ker(y) est un idéal de K[X].

car on sait que le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal.

Définition 2.5.9 Im(p) = {P(u)/P € K[X]} est notée K[u]

On sait que les idéaux de K[X] sont les D.K[X]. On en déduit la définition :

Définition 2.5.10 Soit u € L(E). On appelle polynéme minimal de u l'unique polynome
noté I, s’il existe tel que :

IT,(u) =0
vQ € K[X],Q(u) = 0 =11, divise Q
1L, unitaire.

Proposition 2.5.11 w, eziste < Ker(p) # {0} i.e. il existe un polynome annulateur non
nul.

Remarque 2.5.12 Le polyndéme minimal, s’il existe, n’est jamais nul

Proposition 2.5.13 Le polynome minimal, s’il existe est un polynome annulateur. C’est le po-
lynome annulateur unitaire de plus petit degré.

car ...

Remarque 2.5.14 On a les mémes définitions concernant les matrices : polynéme annulateur
d’une matrice, noyau de v, polynéme minimal d’une matrice.

Exemple 2.5.15 E = F & G avec F # {0} et G # {0}. Soit f la projection sur F de direction
G.

— Donner un polynéome annulateur de f.

— Donner le polynéme minimal de f

Exemple 2.5.16 Reprendre l’exemple du dessus dans le cas d’une symétrie par rapport a F de
direction G.
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Exemple 2.5.17 Soit A = ( _11 i >

Montrer que le polynome minimal de A est Iy = X2 —5X + 6.

Théoréme 2.5.18 E de dimension finie et u € L(E).
u posséde alors un polynome annulateur non nul, et donc posséde un polynéme minimal.

Car dim(E) = n = dim (£(E)) = n?, la famille (id, u,u?, ..., u”z) qui est une famille de n? + 1
éléments dans un espace de dimension n? est donc une famille liée. Donc il existe ag, 05 G2 10N
tous nuls tels que agid+a1u+ ... + ay2u,2 = 0. Le polynéme P = ag+a1 X + ...+ a,2 X" annule
donc u.

Conséquence 2.5.19 Toute matrice de M,,(K) admet un polynéme minimal.

Théoréme 2.5.20 Si I, existe, notons d = deg(IL,). Alors la famille {id,u,..,u"1} est une
base de Ku]

car ...
-2 -1

1. Montrer que II4 = X2 —3X +2.

2. Déterminer le reste dans la division euclidienne de X2 par I14.

Exemple 2.5.21 Soit A = ( 403 )

3. En déduire une expression simple de A'? en fonction de I et A.

2.5.2 Polynémes et éléments propres

Théoréme 2.5.22 Soit u € L(F) et P € K[X]

1. X\ valeur propre de u = P(\) wvaleur propre de P(u), et x vecteur propre de u associé
A = x vecteur propre de P(u) associé & P(\).

2. Si P annule u alors toute valeur propre de u est racine de P,
i.e. Sp(u) C { racines de P}

Ce théoréme se transpose pour les matrices.

Car ...
ATTENTION : L’inclusion dans le second point du théoréme 2.5.22 peut étre une inclusion
stricte.

Exemple 2.5.23 P = X2 — X annule idg. 0 est racine de P, mais 0 n'est pas valeur propre de
idg

Théoréme 2.5.24 Si II, est le polyndéme minimal de u alors les valeurs propres de u sont
exactement les racines de 11,

car ...

Conséquence 2.5.25 II,, et x, ont exactement les mémes racines; ce qui peut les différencier
c’est lordre de multiplicité de ces racines.

ATTENTION : il n’y a pas de lien entre 'ordre de multiplicité de la valeur propre A et ’ordre
de multiplicité de A racine de II,. Pour nous en convaincre, voici quelques exemples :
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Exemple 2.5.26 1. A=1,, alors 14, = X — 1. 1 est valeur propre de multiplicité n, mais 1
est racine simple de 11 4.

2. B= ( (1) ? . 1 est valeur propre de B de multiplicité 2. Montrer que Il = (X — 1)2.

Alors dans ce cas, la multiplicité de 1 en tant que valeur propre et en tant que racine du
polynéme minimal est ici la méme.

1 0 -1
3.C=101 0 . 1 est valeur propre de multiplicité 3. Montrer que Il = (X — 1)2.
0 0 1

Ici encore la multiplicité de la valeur propre 1 est différente de la multiplicité de 1 en tant
que racine de Il

2.5.3 Théoréme de Cayley Hamilton

0 2

Considérons A = ( 1 3

Calculer x4(A).

). Le calcul donne y4 = X2 — 3X + 2.

Théoréme 2.5.27 Soit u € L(E) avec dim (E) = n. Alors x,(u) = 0.
i.e. Le polyndme caractéristique de u est un polyndome annulateur de u.
De méme A € M,,(K) = xa(A) =0

Démonstration non exigible.

Conséquence 2.5.28 dim (E) = n. u € L(E) = II,, divise xy.

Conséquence 2.5.29 deg(Il,) < dimE

1 2 -1
Exemple 2.5.30 Soit A=| 0 1 0
1 0 3

1. Donner un polynéme annulateur de A.
2. Donner dim ker(A — 2I)
3. Le polynome (X — 1)(X — 2) est-il un polynome annulateur de A ?

2.5.4 Théoréme de décomposition des noyaux

Lemme 2.5.31 Soit P,Q € K[X] tels que PAQ =1 et soit u € L(E).
Alors ker((PQ)(u)) = ker P(u) @ ker Q(u)

Car ... Conséquence :

Théoréme 2.5.32 Théoréme de décomposition des noyaux. Soit u € L(E) et (Py)refi,r]
une famille de polyndmes premiers entre eux 2 a 2.

Alors : ker ((ﬁ Pk> (u)) = é;ker Py (u)
k=1 k=1

Par récurrence sur r.
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T
Conséquence 2.5.33 u € L(E) et P = H Py ot les Py, sont des polynomes premiers entre eux

k=1
deuzx & deux.

P annule w = FE = @ker(Pk(u))
k=1

car ker P(u) = E.

Théoréme 2.5.34 Soit u € L(E) avec dim (E) = n.

On suppose X, scindé sur K[X] : x, = H(X — M) ou les Ay sont distincts deuz d deuz.
k=1

Alors E = @ ker((u — Agid)™*).
k=1

car x,(u) = 0 par Cayley Hamilton, et Vj, k, tqj #k, (X —X;)% A (X — X\)* = 1. 1l suffit
ensuite d’utiliser le théoréme de décomposition des noyaux

2.5.5 Polynémes annulateurs et diagonalisabilité

Théoréme 2.5.35 dim(E) = n. u € L(E) est diagonalisable si et seulement il existe un poly-
ndme scindé a racines simples qui annule u.

car ...

Exemple 2.5.36 1. Une projection annule X? — X = X(X — 1) qui est scindé a racines
simples, donc une projection est diagonalisable.
2. Une symétrie est diagonalisable : dites pourquot

3. Soit u € L(E) tel que u® = id. u est-il diagonalisable sur R ? sur C ?

Conséquence 2.5.37 Le polynome minimal d’un endomorphisme diagonalisable u est
T

In, = H(X = Ai) 0w Sp(u) = {1, ..., \r} avec les A, sont distincts 2 a 2.
k=1

Théoréme 2.5.38 Soit v € L(F) avec dimE =n.
u est diagonalisable si et seulement si son polyndme minimal est scindé & racines simples

car ...

Exemple 2.5.39 Reprendre l'ezemple 2.5.30 et en particulier la question 38

2.5.6 Cas d’un endomorphisme induit

Théoréme 2.5.40 Soit u € L(E) et F un sev stable de E stable par u. Alors

1. 1L, divise 11,

2. u diagonalisable = u|p diagonalisable.

car ...
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2.5.7 Endomorphismes nilpotents et matrices nilpotentes

Définition 2.5.41 Soitu € L(E) avec dim (E) = n. On dira que u est nilpotent si et seulement
sidp €N, uP =0 (on rappelle que u° = id)
Soit A € M, (K). on dira que A est nilpotente si et seulement si dp € IN, AP = 0.

On appelle indice de nilpotence de u (resp A) le plus petit entier naturel p tel que uP =0 (resp
AP =0).
i.e. Uentier p s’il existe tel que uP = 0 et uP~ # 0

Remarque 2.5.42 Tous les endomorphismes ne sont pas nilpotents : par exemple idg n’est pas
nilpotent

Exemple 2.5.43 Dans K, [X]| D : P — P’ est nilpotent d’indice n + 1
Proposition 2.5.44 u € L(E) avec dim (E) = n. u est nilpotent => u n’est pas inversible

car ...

Proposition 2.5.45 Soit u € L(E) avec dim (E) = n. u est nilpotent <= x, = X"
Soit A € M, (K). A est nilpotente < x4 = X".

car ...

Conséquence 2.5.46 u € L(E) avec dim (E) = n. u est nilpotent = u est trigonalisable et
Sp(u) = {0}

car ...

Conséquence 2.5.47 u € L(E) avec dim (E) = n. u est nilpotent = son indice de nilpotence
est inférieur a dim (E).

Conséquence 2.5.48 u € L(E) avec dim (E) = n.
u est nilpotent et u diagonalisable = v = 0. En d’autres termes, mis & part l’endomorphisme
nul aucun endomorphisme nilpotent n’est diagonalisable.

car ...

EXERCICE a savoir résoudre :

Soit w € L(E), nilpotent d’indice p.

Soit x € E tel que uP~!(z) # 0. Justifier 'existence de z.
Montrer que (z,u(x),...,uP~!(z)) est libre.

2.5.8 Endomorphismes & polynéme annulateur scindé

On a vu dans le théoréme 2.4.5 que si x, est scindé alors u est trigonalisable.
On peut améliorer ce théoréme.

Théoréme 2.5.49 Soit u € L(E) avec dim (E) = n.
u est trigonalisable <= 3P polyndme scindé et annulateur de u

car : le sens direct c’est le théoréme 2.4.5
Le sens réciproque : P annulateur est scindé = II,, est scindé, donc y, scindé et 1a encore le
théoréme 2.4.5 permet de conclure.
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Théoréme 2.5.50 S’il existe un polynome scindé annulant u, alors E se décompose en somme
directe de sev stables par u et sur chacun de ces sev stables, la restriction de u est la somme
d’une homothétie vectorielle et d’un endomorphisme nilpotent.

Car ... )
Traduction matricielle : s’il existe un polynome scindé P = H (X — Ag)** annulant u, alors il
k=1
Ay
As 0
existe une base de E telle que Matp(u) est diagonale par blocs Matp(u) =
0

avec A — A I nilpotent d’indice inférieur ou égal a «y

2.6 Quelques applications

2.6.1 Puissances de matrices ou d’endomorphismes
2.6.1.1 cas ou A est diagonaliable

Alors 3D diagonale, 3P € GL,(K) tels que D = P~'AP et donc A= PDP~1L.
Alors Vn € IN, A" = PD"P~! et D" est la matrice diagonale déduite de D en élevant a la
puissance n tous les éléments diagonaux de D.
De plus, si A est inversible, i.e. 0 ¢ Sp(A) alors Vn € Z, A" = PD"P~!

0 -8 6
Exemple 2.6.1 A= -1 -8 7 |. Calculer A™ pour tout n € Z.
1 —-14 11

2.6.1.2 Cas ou A quelconque

Si on connait un polynéme P annulateur de A, on peut diviser X" par P : X" = QP + R,
avec deg(R,) < deg(P).
Alors A" = Q(A)P(A) + R, (A) = R, (A).
Ainsi, si deg(P) = r, A" peut s’écrire : A" = a, 0l + apn1 A+ ...+ ap 1 A7

Exemple 2.6.2 Voir l’exemple

2.6.2 Suites récurrentes linéaires
2.6.2.1 Généralités

Définition 2.6.3 Une suite de KN est une suite récurrente linéaire d’ordre p & coefficients
constants si et seulement si

doi, ag, .., ap € K avec o, # 0 tg YV 2 p, Uy = Q1n—1 + a2Un_2 + ... + Qpln_p (%)

Théoréme 2.6.4 L’ensemble des suites de KN wérifiant (x) avec o, aa,..,0, € K fizés et
ap # 0, est un sev de KN de dimension p

Car ...
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2.6.2.2 Cas particulier des suites d’ordre 2

Soit a1, o des scalaires fixés avec g # 0.
Notons H = {(u,) € KN/Vn > 2, u, = a1u,_1 + @ty 2}

Pour u € H notons U, = ( tn ) alors Uy 41 = ( Unt1 )

Un+1 Un4-2

1. Déterminer une matrice A € My(K) telle que Vn € N, U, 41 = AU,

Cette matrice étant obtenue, montrer que Vn € IN, U,, = A"Uj.
Le probléme revient donc a calculer A™, ce qu’on sait faire.

Déterminer 4.

4. Cas particulier ou x4 a deux racines distinctes r; et ro. Que dire de U,,. Comparer avec le

résultat démontré en Mpsi concernant la suite u,,.

5. Cas ot x4 a une racine double : refaire la méme étude.

6. Comment cette méthode pourrait-elle étre utilisée pour les suites récurrentes d’ordre 3 ou

plus?

Résumé trés succint :

1.

Pour voir si u est diagonalisable :
— Si x, n’est pas scindé, u n’est PAS diagonalisable
— Sit xy est scindé (sur R ou C)
— Si x, est a racines simples, alors u diagonalisable
— Si x, n’est pas a racines simples, il faut comparer, pour tout k, dimE,, (u) et
mul(A\g). v est diagonalisable si pour tout k il y a égalité.
— Si u annule un polynéme scindé & racines simples, alors u diagonalisable
— autre ...

Concernant les polyndomes annulateurs : P annulateur de w ssi P(u) =0
— Xu est annulateur (Cayley Hamilton)
— Le polyndéme minimal II,, est

— annulateur

— annulateur de degré minimal (et unitaire)

— divise tout polynéme annulateur de u, et en particulier y,,
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3.1 Vocabulaire des evn

3.1.1 Norme

Dans toute la suite E désigne un espace vectoriel sur le corps K..

Définition 3.1.1 Une norme sur E est une application N : E — R telle que

1. Positivité : i.e. Yo € E, N(x) > 0 (voir ensemble d’arrivée de N)
2. Séparation :Vr € E, N(z)=0=2=0

3. Homogénéité : Vo € E.VA € K, N(Ax) = |A| N(z)

4. Inégalité triangulaire : Yo,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y)

Remarque 3.1.2 Dans 3, si on prend A = 0 alors on voit que N(0g) = 0.
Donc dans 2., la réciproque est toujours vraie : © = 0= N(x) = 0.

Proposition 3.1.3 Vo € E, N(—z) = N(z)
Clair

Exemple 3.1.4 1. E =R et K= R. alors la valeur absolue est une norme
2. E=C et K= C alors le module est une norme

Exemple 3.1.5 £ =R? et K = R.

1. Ny : (z,y) — /22 + 92 est une norme sur R? appelée norme euclidienne
2. Noo: (x,y) — Max(|z|, |y|) est une norme sur R?

8. Ny : (z,y) — |z| + |y| est une norme sur R?

37
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Définition 3.1.6 Un espace vectoriel normé (evn)est un couple (E,N) ot E est un espace
vectoriel sur un corps K et N une norme sur E.

Définition 3.1.7 (E,N) un evn et x € E. x est dit unitaire (ou normé) si et seulement si
N(z)=1.

Proposition 3.1.8 Six # 0 alors 2 est unitaire
N(z)

car ...

Proposition 3.1.9 Inégalités triangulaires
1.Vxy,..,xy € E, N(x1+ ..+ x,) < N(x1) + ... + N(z,)
2.Va,y € E, |[N(z) = N(y)| < N(z+y) < N(z) + N(y)

car ...
Remarque 3.1.10 La seconde inégalité triangulaire s’écrit aussi :
Vz,y € E, [N(z) — N(y)| < N(z —y) < N(z) + N(y)

3.1.2 Distance associée a une norme

Définition 3.1.11 Soit E un espace vectoriel. On appelle distance sur E toute application
d: ExE — Ry telle que

1. positivité : Vx,y € E, d(x,y) > 0 (clair vu l’ensemble d’arrivée de d)
2. séparation :Vx,y € E, d(z,y) =0=xz =1y

3. symétrie : Vx,y € E, d(z,y) = d(y,x)

4. Inégalité triangulaire : Vx,y,z € E, d(x,y) + d(y, z) = d(x, 2)

Définition-propriété 3.1.12 Soit (E,N) un evn. L’application E x E — R, définie par
(z,y) = N(xz —y) est une distance sur E appelée distance associée a N.

car ...

3.1.3 Boules
Définition 3.1.13 Soit (E,N) un evn, a € E et r >0

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
B,(a,7) ={z € E/N(z —a) <r}
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
Bf(a,7) ={x € E/N(x —a) <}
3. La sphere de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
S(a,r)={x € E/N(x —a) =r}
Sia =0 etr=1 on parle alors de boule ouverte (ou sphére) unité.

Remarque 3.1.14 La notation B(a,r) sans précision sur le fait que c’est une boule fermée ou
ouverte désigne usuellement la boule ouverte.
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Exemple 3.1.15 Représenter dans la cas ot E = R? la boule ouverte unité dans les cas suivants
(voir exemple 3.1.5)
— La norme est N

— La norme est Ny

— La norme est Ny

Exercice 3.1.16 Notons ici Bg(a,r) la boule ouverte pour la norme Ny, alors
B1(0,1) C B2(0,1) C Boo(0,1) C B2(0,v/2)

Exercice 3.1.17 Soit b € B(a,r). Montrer qu’il existe p > 0 tel que B(b, p) C B(a,r)

3.1.4 Parties bornées de R (rappels)

Définition 3.1.18 Soit A une partie de R On dira que A est majorée si et seulement si

IM e R, Va€e A, a< M. Le réel M est alors appelé majorant de A

On dira que A est minorée si et seulement si 3m € R, Ya € A, a > m. Le réel m est alors appelé
minorant de A

On dira que A est bornée si et seulement si A est a la fois majorée et minorée.

Remarque 3.1.19 Dans le cas ot A est majoré, le majorant de A n’est pas unique, car si M
majore A, alors tout réel M’ > M est aussi majorant de A.

Ecrire cette remarque dans le cas ot A est minoré.

Théoréme 3.1.20 Parties bornées de R
Soit A CR. A est bornée < IM € R, Va€ A, |a] <M

car ...
Théoréme important, qui permet de se ramener & des réels positifs plus facilement manipulables
dans les inégalités.

Définition 3.1.21 Borne sup et borne inf
Soit A CR et M un réel.
On dira que M est borne sup de A, noté M = sup(A) si et seulement si

M majore A
et
VM’ € R, M' < M = M’ ne majore pas A

On dira que m est borne inf de A, noté m = inf(A) si et seulement si

(compléter)
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Vae€e A, a< M
Proposition 3.1.22 Soit A C R. M = sup(A) <= et
Ve >0, dJac AAM—c<a

car ...

Théoréme 3.1.23 Propriété fondamentale de R.
Toute partie non vide et majorée de R admet une borne sup.
Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inf.

3.1.5 Parties bornées d’un evn
Définition 3.1.24 Soit (E,N) un evn et A C E.

On dira que A est bornée pour la norme N <— 3IM >0, Va€ A,N(a) < M
— M >0, AC Bf(0, M)

Proposition 3.1.25 (E,N) un evn et A et B des parties de E.
1. AC B et B bornée = A bornée (une partie d’un ensemble borné est bornée)
2. Une réunion finie de parties bornées est bornée
3. Une intersection quelconque de parties bornées est bornée

4. Les boules et les sphéres sont bornées.
car ...

Exemple 3.1.26 Donner un exemple de famille infinie de parties bornées dont la réunion n’est
pas bornée

ATTENTION La notion de partie bornée dépend de la norme.
Exemple 3.1.27 Prenons ici E = R[X].

Pour P = Zaka on pose N(P) = Z |ak| et N'(P) = Max{|ax| /k € IN}.
k=0 k=0
1. Montrer que N et N’ sont des normes sur R[X]

2. Soit B la boule unité fermée pour la norme N'. Montrer que B n’est pas bornée pour la
n

norme N (on pourra considérer les polynémes P, = Z X* quand n décrit IN* ).
k=0

Définition-théoréme 3.1.28 Soit (E, N) un evn et A une partie non vide et bornée de E.
L’ensemble {N(x — y)/x,y € A} admet une borne sup qui est appelée diaméire de A et notée
diam(A).

diam(A) = Sup{N(z — y)/x,y € A}

car ...

Exemple 3.1.29 1. Ici E =R et A =]a,b[. Déterminer diam(A)
2. E = R? muni de la norme Ny. Quel est la diamétre de la boule unité fermée ? et de la boule
unité ouverte ?

Exercice 3.1.30 Soit (E,N) un evn. Montrer que diam(B(a,r)) = 2r
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Remarque 3.1.31 diam(A) n’est pas nécessairement atteint, i.e. rien ne dit qu’il existe a et b
dans A tels que diam(A) = N(a —b). Voir les exemples ci-dessus

Définition 3.1.32 Soit X un ensemble et f: X — E.

On dit que f est bornée sur X <=  f(X) est une partie bornée de E
— dIM>0,VzeX, N(f(x)) <M

3.1.6 Fonctions lipschitziennes

Définition 3.1.33 Soit (E,N) et (E',N’) deux evn, A une partie de E et f : A — E'. Soit
enfin k > 0.

f est dite lipschitzienne de rapport k sur A < Vx,y € A, N'(f(z) — f(y)) < kN(z —y)
On dit aussi que f est k—lipschitzienne

On dit que f est lipschitzienne <= 3k € R tel que f est k—lipschitzienne

On dit que [ est contractante < 3k tel que 0 < k < 1 et [ est k—lipschitzienne

ATTENTION : Va,y € A, tqz # y, N'(f(x) — f(y)) < N(z — y) ne conduit pas & f contrac-
tante. Rien ne dit en effet qu’on va pouvoir trouver k£ < 1 tel que f est k—lipschizienne.

Exemple 3.1.34 Sur R prenons f:x — vz?2 +1

1. Montrer que Vx,y € R,z £y = |f(z) — f(y)] < |z — ¥

2. En considérant les suites (x,,) et (y,) définies par x, =n et y, =n+ 1 montrer que
Ve >0,3N, Vo 2 N, [f(zn) — f(yn)l 2 (1 —€) [0 — ¥l

3. Conclure que f n’est pas contractante.

Proposition 3.1.35 Soit (E,N) et (E',N’) deux evn, A une partie de E, f : A — E' et
g:A—F et)eK

fet g lipschitziennes = f + g lipschitzienne et \f lipschitzienne.

i.e. Uensemble des fonctions lipschitziennes de A dans E' est un sous espace vectoriel de F(A, E').

car ...
Proposition 3.1.36 (E, N) un evn. Alors lapplication N est 1 lipschitzienne
car ...

Théoréme 3.1.37 Soit I un intervalle de R et f: I — K avec f dérivable sur I.
f lipschitzienne sur I <= [’ est bornée sur I.

car ...

3.1.7 Distance d’un point & une partie de F.

Définition 3.1.38 Soit (E,N) un evn, A une partie non vide de E et x € E.
On définit la distance de © a A, notée d(x, A) par :

d(z, A) =inf{N(x —a)/a € A}

Cette borne inf existe car ...
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Remarque 3.1.39 FEncore une fois, il s’agit d’une borne inf, pas d’un minium, i.e. rien ne dit
qu’il existe a € A tel que d(x, A) serait égal & d(z,a)

Exemple 3.1.40 Sur R avec A =|0,1[. Alors d(4, A) = 3 mais Va € A,d(4,a) > 3.
De méme d(0, A) = 0 mais pourtant 0 ¢ A.

Retenons donc
dz,A)=04Az€ A
dlz,A)=r#Jye A, dz,y)=r
Théoréme 3.1.41 Soit AC E etx € E.
1. Hap)nen € AN tg d(z, A) = lirrln N(xz — ay)
2. d(z,A) =0 < J(an)nen € AN tq li7rln N(z—a,) =0
car ...

Théoréme 3.1.42 Soit AC E etz c E.
E — R

L’application ¢ : v = dx, A)

est 1 lipschitzienne

car ...

3.1.8 Algébres normées

Rappelez ce qu’est un algébre sur le corps K.

Définition 3.1.43 Soit A une K—algébre et N une norme sur l’espace vectoriel A.
On dit que N est une norme d’algébre si et seulement si Vr,y € A, N(zy) < N(z)N(y)

Conséquence 3.1.44 Si N est une norme d’algébre, alors Ya € A,Vn € N, N(a™) < N(a)”

3.2 Exemples d’evn

3.2.1 evn de dimension finie
3.2.1.1 FE =RP avec p e IN*

On dispose de trois normes classiques
P
1. Lanorme 1, Ny : 2 = (21, ..., 2p) — Z |zg|. C’est bien une norme car ...
k=1
Ni(z) se note aussi ||z

P
2. La norme 2 ou norme euclidienne, Ny : z = (21, ...,x,) — g z12. C’est bien une norme

k=1
car ...

Ny(z) se note aussi ||z||2

3. La norme infinie, Noo : © = (21, ..., 2p) = maz{|zx| /1 < k < p}. C’est bien une norme car

Noo(x) se note aussi ||z||oo
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3.2.1.2 FE =CP avec p € IN*

On dispose 1a encore de trois normes classiques

P
1. Lanorme 1, Ny : z = (21, ..., 2p) — Z |z|. C’est bien une norme car ...
k=1
Ni(z) se note aussi ||z||1
P
2. Lanorme 2, Ny : z = (21, ... Z |2x|°. Cest bien une norme car ...
k=1

Na(z) se note aussi ||z||2

3. La norme infinie, N : 2 = (21, ..., 2p) = maz{|zk| /1 < k < p}. C’est bien une norme car
Ny (2) se note aussi ||z||0o

3.2.1.3 FE espace vectoriel de dimension p

P
Soit B = (e1, ..., ep) une base de E. Pour x € E notons x = Zxkek
k=1
On définit une fois encore les normes Ny, Ny, Ny, associées a la base B en posant :
P
1. Ni(z) = Z |z|. C’est bien une norme car ...
k=1

Ni(x) se note aussi ||z||1

P
2. Ny(z) = Z |zi|2. Cest bien une norme car ...
k=1
Ny(z) se note aussi ||z||2
3. Noo(z)maz{|zi| /1 < k < p}. C'est bien une norme car ...
Noo () se note aussi ||2||oo

ATTENTION ces normes sur un espace vectoriel dépendent de la base. En fait, par exemple
la norme N; associée a la base B devrait étre notée N; g ... Mais s’il n’y a pas d’ambiguité on se
dispense de noter la base.

3.2.1.4 Projections canoniques
n

est appelée kiéme projec-

Définition 3.2.1 L’application p; définie par py
(21, oy Tn)  — xg

tion canonique de K™ sur K.
Proposition 3.2.2 p; est linéaire et 1—lipschitzienne de (K", ||.||oc) dans (K, |.|)

car ...
3.2.2 E=K[X]

n
Soit P € K[X]. P = Zaka. P se note aussi Z ap X" en posant Vk > n +1, a, = 0.
k=0 keN
Plus généralement tout polynoéme P de K[X] s’écrit P = Z anx" avec (ay)nen ayant un nombre
nelN
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fini de termes non nuls.
On définit quelques normes sur K[X] :

L || par ||P], = Z lak|; cette somme est finie, donc || P||; a bien un sens. ||.||; est bien
kelN
une norme car ...
2. |/l par ||P]|,, = max{|ax|/k € IN}; ce maximum existe car il y a un nombre fini de a
non nuls, donc ||P[| a bien un sens. ||| est bien une norme car ...
b
3. Soit a et b réels tels que a < b. ||.||: P — / |P(t)| dt est bien une norme sur K[X].
Prouvez le ‘
4. || : P — Z ’P(k)(O)‘. Justifiez que || P|| a bien un sens et montrer que ||.|| est bien une
keN
norme. ©

3.2.3 Espace des fonctions bornées

Définition-théoréme 3.2.3 Soit X un ensemble non vide, et (E, ||.||) un evn. On note B(X, E)
l’ensemble des fonctions bornées de X dans E. Alors
1. B(X,E) est un sev de F(X,E) et

B(X,E) —R
f = sup{[|f(z)[| /= € X}

2. L’application Ny : { est une morme, appelée norme de la

convergence uniforme.

En effet ...

3.2.4 Espace des fonctions continues sur [a,b] avec a < b

On sait que C([a, ], K) est un espace vectoriel.
On définit quelques normes usuelles sur cet espace :

b
1. Norme de la convergence en moyenne définie par || f|, = / |f(®)|dt

2. Norme de la convergence uniforme (ou norme infinie) définie par

1flloe = sup{lf(x)| /2 € [a,b]}.

[ b
3. Norme de la convergence quadratique définie par : ||f||, = / |F () dt.

Ce sont bien des normes car ...

Exemple 3.2.4 On prend E = C([0,1],R) et on considére
A={fn € E/ pour n € [2,+0[, fn affine sur chacun des intervalles [0,1/n],[1/n,2/n],[2/n,1] avec
fn(0) =0, fu(1/n) = v/n, f(2/n) = 0, fu(1) = 0}

1. Tracer lallure des courbes des fonctions fy,.

2. Déterminer || f,| . et || fall;

3. A est-il borné pour chacunes de ces deux normes ?
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3.2.5 Produit fini d’evn

Soit (Ej, Ni) une famille d’evn avec 1 < k < p. Notons £ = Eq X ... X E,
On définit trois normes sur cet espace vectoriel produit ainsi : pour u = (u1, ..,up) € E,

> Nio(ug)
k=1

1. La norme 1 : [[(u1,...,up)|

P
2. Lanorme 2 : ||(ug, ..., up)|l, = XZN;C(uk)2
k=1

3. La norme infinie : ||(u1, ..., up)|| . = max{Ng(ux)/1 <k < p}

Ces trois applications sont bien des normes ...

3.2.6 Espace M, (K)

E = M, (K). Pour A € M,(K) notons A = (a;;)1<s,j<n Voici quelques exemples de norme
sur M, (K).
L [|A]l = Max{[a; ;| /1 <i,j <n}
2. Al = D aigl
1<i,j<n
3. Vous avez vu en Mpsi que 'application (A, B) — tr(*A.B) est un produit scalaire. On en
déduit que N : A — /tr(*A.A) est une norme sur M, (R), norme euclidienne

Ce sont effectivement des normes.

Reprenons la norme infinie.

Exercice 3.2.5 1. Montrer que VA, B € M,(K), [|[AB| < n|A], |B|

2. En déduire une constante C telle que N = C'||.||, est une norme d’algébre sur M, (K)

3.3 Suites d’un evn

3.3.1 Suites
P . : L N —-F
Définition 3.3.1 Soit E un ensemble. Une suite de E est une application u :
n  —un)
L’image u(n) se note souvent u,

La suite u se note aussi (up)new ou, s’il n’y a pas de risque d’ambiguité (uy)
L’ensemble des suites de E se note EN

3.3.2 Convergence

Définition 3.3.2 Soit (u,) une suite de ’evn (E, ||.||) et soit £ € E.
On dira que la suite (uy) converge vers ¢ pour la norme ||.| si et seulement si la suite réelle
(ltr, = £||)new converge vers 0, i.e.

< Ve>0, INeN, Vn > N, |ju, —{| <e¢

< Ve >0, AN €N, Vn > N, u, € Bf({,¢)
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i.e. Ve, hors de la boule B¢(¢,¢) il y a un nombre fini de termes de la suite.

Remarque 3.3.3 On peut écrire une inégalité stricte dans la définition :
(un) converge vers { < VYe >0, IN €N, Vn > N, |ju, — || <¢

car ...

Exemple 3.3.4 1. La suite réelle (u,,) définie par ¥n € N, u, = (1 +1/n)™.
Montrer que cette suite converge et donner sa limite.

in6

2. La suite compleze (u,) définie par ¥n € N, u,, = avec € R

n
Montrer que cette suite converge et donner sa limite.

3. La suite matricielle (A,,) définie par VYn € N, A, =

1+1/n  cos(1/n)
Sm(n)/n en sin(1/n) .
Montrer que cette suite converge pour la norme ||.||, et donner sa limite.

4. dans C([0,1/2],R) on considére la suite (fy,) définie par f, : x — z™.
Montrer que la suite de fonctions (f,) converge pour la norme infinie vers la fonction nulle.

3.3.3 Suites bornées

Définition 3.3.5 Soit E un evn, (un)nen € EN
La suite (uy,) est bornée pour la norme ||.|| <= 3IM >0 tqVn € N, |lu,|| < M
L’ensemble des suites bornées sur E se note {>°(FE) (la norme est supposée donnée).

Remarque 3.3.6 Une suite n’est rien d’autre qu’une fonction définie sur IN. On retrouve ici la
définition d’une fonction bornée donnée dans la définition 3.1.32

Proposition 3.3.7 (>°(E) est un sev de EN.
Pour u € {*(E) on note ||ul| ., = Sup{|un|| /n € N}. Alors ({>(E),|.||,,) est un evn.

Car ...

Exemple 3.3.8 Plagons nous dans (M, (R),||.||..)- La suite matricielle (A,) définie sur IN*

par A, = < (S_Hi;ln iZZ ) est une suite bornée.

Théoréme 3.3.9 Soit E un evn et (u,)nen € ET.
(Un)new converge = (un)neN est bornée

Car ...

ATENTION La réciproque est fausse. Donner un contre-exemple

3.3.4 Opérations sur les suites convergentes

Théoréme 3.3.10 Soit (un)nen €t (Vn)nen deuz suites de l’evn E, et «, § € K.

(un,) converge vers ¢

(1) converge vers ¢! } = (au, + Bv,) converge vers ol + (B¢’
n

En d’autres termes, l’espace des suites convergentes est un sev de {°(E)
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Car ..

Théoréme 3.3.11 "Produit” d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0
Soit (u,) € EN, (a,) € KN

(up,) bornée

() converge vers 0 } = (apuy, ) converge vers 0

(un) converge vers 0

(an) bornée } = (@ uy, ) converge vers 0
n

Dans ce théoréme, il s’agit du produit au sens multiplication externe d’un ev : la suite (u,) est
une suite vectorielle alors que la suite («,,) est une suite scalaire. La multiplication a bien un
sens.

Démonstration ...

Théoréme 3.3.12 Soit (u,) € EY, (a,) € KN

(up,) converge vers L € E
() comverge vers a € K = (an Uy, ) converge vers ol

Se démontre en écrivant ||apu, — al|| = ||anu, — @y + auy, — af]]. Terminer la démonstration

Exercice 3.3.13 Soit A une algébre normée.
Soit (uy,) et (v,) deuz suites de A. Démontrer :

(un) converge vers £ € A /
(,) converge vers €' € A = (unvy)converge vers (0
Théoréme 3.3.14 Effet d’une application lipschitzienne sur une suite convergente.
Soit E et F deuz evn, A C E et f : A — F application lipschitzienne, soit (u,) € AN et £ € A.

(un) converge vers L = la suite (f(un)) converge vers f({)

Car ...

3.3.5 Suites d’un evn produit

Théoréme 3.3.15 Soit (Ej, Ni)i<k<p une famille d’evn, et E = Ey x ... X E, lespace produit
muni de la norme infinie rattachée aux normes Ni.

Soit (p)new € BN, up = (U1 n.eey upn) 0t pour tout k, (ug n)nen € EN.

Soit { = (617 ...7€p) e k.

(un)nen converge dans E vers £ pour |.|,, <= Vk € [1,p], (urn)nen converge vers l} dans
(Ek, Ni)

Cest dtt & : Vk,Vn, Ni(ukn — ) < |Jun — £ o, < E Nj(ujn —4;).
j=1
Faire la démonstration détaillée.
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3.3.6 Normes différentes sur un méme ev
ATTENTION Soit (tn)nenw € EN et £ € E. Soit N et N’ deux normes sur E.

(un)nen converge vers £ pour N #  (up)nen converge vers ¢ pour N’

erN (tn)new converge pour N’

Et de méme
(un)nen converge vers £ pour N

(tn)nen converge vers £ pour N’

}#e:ﬂ

Exemple 3.3.16 On reprend ’ezemple 3.2.4
Montrer que la suite (f,) converge pour la norme ||.||,, mais diverge pour la norme ||.|| .

3.4 Valeurs d’adhérence d’une suite

3.4.1 Suites extraites, sous-suites

Définition 3.4.1 On appelle extractrice, tout application ¢ : N — IN strictement croissante.
Exemple 3.4.2 Parmi ces fonctions, donner les extractrices.

1. o:n—=2n+1

2. o:n —n?

3. p:in—-n—1

4. fin— (n—3)?

Proposition 3.4.3 ¢ extractrice = Vn, ¢o(n) = n

Récurrence a rédiger.

Définition 3.4.4 Suites extraites

Soit (up)nen € EN

Une suite extraite (on dit aussi sous-suite) de (un)new est une suite (Uy(n))nen 0U @ est une
extractrice.

Remarque 3.4.5 Remarquons que la suite (u,)nen est une sous-suite d’elle méme.
Dans ce cas, I’extractrice est la fonction identité.
Théoréme 3.4.6 Soit (E,N) un evn et (up)nen € EN

(Un)new converge vers { <= toute suite extraite de (u,)nen converge vers {

Quel est le sens évident ?
Démonstration de 'autre sens :

Conséquence 3.4.7 Si on trouve deuz extractrices ¢ et 1 telles que la sous-suite (Ug(n))neN
converge vers une limite { et telle que la sous-suite (uy(,))nen converge vers une limite ¢’ avec
L+, alors la suite (up)nen diverge.
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us

Exemple 3.4.8 Montrer que la suite réelle (un)nen définie par u, = cos(gn) diverge.
Théoréme 3.4.9 Soit (up)nen € EN

(Un)new converge <= les sous-suites (Ugp)nenw €t (Uant1)nen convergent vers la méme limite

La encore, quel est le sens déja prouvé ?
Démonstration de I'autre sens :

3.4.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass (version 1)

Théoréme 3.4.10 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. On munit
FE de la norme infinie relative a la base B.
Pour cette norme, de toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite qui converge

En effet ....

3.4.3 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 3.4.11 Soit (E,||.||) un evn, (un)nen une suite de E et L € E
¢ est une valeur d’adhérence de (un)nen si et seulement si il existe une suite extraite de (t,)nen
qui converge vers {

Ugp, =N

Exemple 3.4.12 Soit (u,)nen définie par : Vn € N, 1 . Déterminer une
Ugnt1 =1+ 1l

valeur d’adhérence de cette suite.

Exemple 3.4.13 Un exemple trés utile :
Soit (un)nen la suite définie par Vn € N, u,, = (—1)". 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence.

Proposition 3.4.14 (u,),en converge vers £ = (up)nen a 1 et 1 seule valeur d’adhérence.
Mais la réciproque est fausse : une suite ayant 1 et 1 seule valeur d’adhérence n’est pas nécessai-
rement convergente

Démonstration du théoréme

Pour la réciproque, reprendre ’exemple 3.4.12, montrer alors que cette suite ne converge pas, et
n’a qu’'une seule valeur d’adhérence.

Proposition 3.4.15 .
{ est une valeur d’adhérence de (up)neny < Ve >0, VN >0, In > N, |ju, —¥¢|| <¢

car ...
Le théoréme de Bolzano Weierstrass (version 1) s’énonce donc aussi sous la forme :

Théoréme 3.4.16 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de FE, E normé
par la norme infinie relativement a B.
Toute suite bornée de E admet une valeur d’adhérence.
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3.5 Normes équivalentes

Posons le probléme : on a vu que dans un evn, la convergence d’une suite est liée a la norme.
On voudrait trouver une CNS sur les normes en sorte que la convergence des suites (u,)neN vers
¢ pour la norme N; soit équivalente & la convergence de ces suites (uy,)nen vers £ pour la norme
Ny
Tout part de ce qui suit :

Proposition 3.5.1 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes Ny et Ns.
38 > 0 tel que Ny < N7 <= (Toute suite (up)nen qui converge vers 0 pour N1 converge vers
0 pour N3).

En effet 1) Rédigez le sens direct
Démonstration par 'absurde de la réciproque

Ceci conduit & la définition suivante :
Définition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes Ny et N.

On dira que N1 est équivalente 4 Ny

)

Ja >0, 38 >0 tel que Vx € E, aNy(z) < Na(z) < fN1(x)
Ja >0, 38 > 0 tel que aN; < Ny < BN

Proposition 3.5.3 Sur l’ensemble des normes définies sur E, la relation "Ny est équivalente a
Ny est une relation d’équivalence.

Ce qui est heureux dans le choix du vocabulaire ...
En effet :

Exemple 3.5.4 Dans R?, montrer que les normes ||.||; et ||.||,, sont équivalentes.
Donc, des normes équivalentes existent.

Exercice 3.5.5 Montrer que dans C?, les normes ||.||; et ||.||; sont équivalentes

Théoréme 3.5.6 qui fait tout l’intérét de cette définition
Soit E un espace vectoriel muni de deuz normes Ny et No équivalentes.

— (un)nen bornée par N1 < (up)nen bornée pour Ny
— (un)nen converge vers £ pour Ni <= (upn)nen converge vers £ pour No
— A C E, A bornée pour Ny <= A bornée pour N»

Car ...
Exemple 3.5.7 En reprenant Uexemple 3.2.4 justifier que sur E = C([0,1],R) les normes ||.|
et ||.||; ne sont pas équivalentes.

Théoréme 3.5.8 Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiva-
lentes
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En fait, on va montrer que si B est une base de F, toutes les normes sont équivalentes a la norme
infinie relativement & la base B, et donc par transitivité, elles sont toutes équivalentes
En effet ...

Ce théoréme est fondamental car il signifie que si on est dans un espace de dimension
finie,

la notion de partie bornée est indépendante de la norme

la convergence d’une suite ne dépend pas de la norme. Et donc on peut choisir la
norme avec laquelle on va travailler

Les valeurs d’adhérence d’une suite ne dépendent pas de la norme

Dans un espace de dimension finie, on peut dire "la suite (un)nen converge" sans avoir besoin
de préciser la norme!

Conséquence :

Théoréme 3.5.9 Bolzano- Weierstrass (version compléte)
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée a une valeur d’adhérence

on ne précise plus la base, ni la norme.

Mais dans un espace vectoriel de dimension infinie on ne peut pas se dispenser de parler
de la norme avec laquelle on travaille. Or des espaces de dimension infinie on en manipule beau-
coup : par exemple l’espace des polynomes R[X], ou C([0,1],R) ou ...

Théoréme 3.5.10 Comment prouver que deux normes N; et N, ne sont pas équiva-
lentes ¢ Bien entendu l’espace vectoriel doit étre de dimension infinie ...

Ni(ug
— S’il existe une suite (U, )nen € EN telle que Vn € N, u,, # 0 et lim ngu ; = 400 alors
2(Un
Ny et Ny ne sont pas équivalentes
Ni(un
— S’il existe une suite (up)new € EN telle que ¥Yn € N, u,, # 0 et lim Nl Eu ; =0 alors N;
2(Un

et No ne sont pas équivalentes

Car ...

Dans la pratique, il faudra essayer d’exhiber de telles suites ...
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Séries d’éléments d’un evn
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4.1 Suites et séries

Dans toute la suite, E est un espace vectoriel de dimension finie.

4.1.1 Définitions et généralités

Définition 4.1.1 — Soit (un)nen une suite d’éléments de E.
n

On note S, = Zuk S, est appelé n'®™¢ somme partielle de la série.
k=0
FEtudier la série de terme général u,, c’est étudier la suite (Sy)nenN.

Pour parler de la série de terme général u, on note cette série g Uy -
— On dit que la série E uy, converge si et seulement si la suite (Sp)nen converge dans E,

et dans ce cas uniquement, la limite de cette suite est appelée somme de la série Zun et

—+o0
se note E Up,
n=0

— On dira que la série Zun diverge lorsqu’elle ne converge pas.

— On dira que deux séries sont de méme nature si et seulement si elles sont toutes les deuz
convergentes ou toutes les deux divergentes.

Proposition 4.1.2 Il y a bijection entre l’ensemble des suites de E et I’ensemble des séries
définies sur E, c’est a dire qu’a toute suite de E on associe 1 et 1 seule série, et toute série de
E est associée a 1 et 1 seule suite de E.

93
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On vient de voir qu’a partir d’une suite de F on définit 1 et 1 seule série.
Pour la réciproque, il suffit de voir que pour n > 1, S,, — S,,_1 = u,, et ug = Sy, ce qui permet
de retrouver la suite si on connait la série, c’est & dire la suite des sommes partielles.

Proposition 4.1.3 Soit ng € IN. Les séries Zun et Z uy, sont de méme nature, et si elles

n=0 n>ngo
“+o0 no—1 +oo
convergent alors E Uy = E Uy + E Unp,
n=0 n=0 n=no

car ...

1
Théoréme 4.1.4 La série harmonique E — diverge vers 400
n
n>1

1 1 n
Eneffet : — > In(1+ —) =In(n+ 1) — In(n). Alors, par télescopage, S, = Z
n

k=1

1
— >In(n+1), et
n

3

donc, lim S,, = +o0
Théoréme 4.1.5 Condition NECESSAIRE de convergence d’une série :
Z U, converge =— limu, =0
+00

Car Soit S =1lim S,, = Zun Or pourn >1, u, =S, —S,_1 donc limu,, = 0.
0

Conséquence 4.1.6 Lorsque la suite (up)nenw ne converge pas vers 0, alors la série Zun
diverge. On dit, dans ce cas qu’elle diverge grossiérement.

Exemple 4.1.7 Z(—l)" diverge grossiérement.

Remarque 4.1.8 Le théoréme est bien une condition nécessaire mais pas suffisante; comme

contre exemple il suffit de considérer la série harmonique : si u, = —, alors limu, = 0 et
n

pourtant Zun diverge.

Définition 4.1.9 Reste d’ordre n d’une série convergente

Soit Zun une série convergente. Alors vu 4.1.8, pour tout entier n fizé, Z U converge.

k>n41
Cette somme est appelée Reste d’ordre n de la série Zuk, et se note souvent R, i.e.

+oo
an Z Uk
k=n-+1

Proposition 4.1.10 Soit Zun une série convergente. Alors lim R,, =0

car ...
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4.1.2 Structure algébrique de I’ensemble des séries convergentes

Théoréme 4.1.11 Soit Z U, et Z vy, deux séries convergentes. Alors VA € K, Z(un + A\vp)
converge et

+o0 +oo +oo
Z(un+/\vn) = Zun—F/\Zvn
n=0 n=0 n=0

clair ...

Conséquence 4.1.12 Notons (ici) S(E) l’ensemble des suites de E dont la série associée converge.
S(E) — E

+oo ..
est linéaire
(un)nelN — E Unp
0

Alors S(E) est un sev de E™ et 'application

ATTENTION : Si Z Uy, et Z v, divergent, on ne sait rien de Z(un + vp)

Exercice 4.1.13 On suppose que Zun converge et Zvn diverge. Que dire de Z(un +u,) ?

Lorsque F est de dimension finie (ce qui est le cas dans ce chapitre) on sait que la convergence
d’une suite peut se prouver en travaillant sur les coordonnées dans une base, ce qui se traduit
ici par :

Théoréme 4.1.14 dimE =p et B = (eq,...,e,) une base de E.
P

Soit (Un)new € EN, Vn € N, u, = Zuivnei avec (Ui n)nen € KN, Alors
i=1
Zun converge < Vi € [1,p], Zum converge, et dans ce cas

n
+00 p +00
E Up = § § Uimn | €4
n=0 i=1 \n=0

Conséquence 4.1.15 Soit (u,)nen € CN.

ZRe(u") converge o
Zun converge <= = Zun converge
Zlm(un) converge

4.1.3 Série géométrique dans C

Théoréme 4.1.16 Soit a € C.

—+oo
. 1
La série E a™ converge dans C <= |a| < 1, et dans ce cas, E a” = T
—a
n n=0

car ...
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4.1.4 Série télescopique associée a une suite

Définition-propriété 4.1.17 Soit (v,)nen € EN.

On appelle série télescopique associée a cette suite, la série de terme général u, = v, — Vnp_1
définie pour n > 1.

Alors la suite (vp)nen et la série Zun sont de méme nature, et

+oo
si elles convergent, g u, = lm v, — vy
1 n——+oo
n—

clair, mais important.

4.2 Séries de nombres réels positifs

4.2.1 Théoréme fondamental

Théoréme 4.2.1 Soit (u,)nen une suite de réels positifs. La série Zun converge si et seule-

ment si la suite (S,)new des sommes partielles est majorée, i.e.
n

IM >0, VneN, Y u, <M
k=0

En effet, la suite (S,,) est croissante et donc ...
Remarque 4.2.2 Sous les mémes hypothéses, Zun diverge <— lim, S, =+

Attention, cette remarque n’a de sens que pour les suites a termes positifs. Par exemple, la série
Z(—l)” diverge, mais pour autant la suite ne tend pas vers +oo.

4.2.2 Comparaison des séries a temes réels positifs

: majoration, domination, équivalence.

Théoréme 4.2.3 Soit (up)nen €t (Un)nen deuz suites 6 termes réels positifs telles que
n, u, < v,. Alors

— Z vy, converge = Z Uy, converge
— Zun diverge —> Zvn diverge.

clair en travaillant sur les sommes partielles

1
< —. En utilisant le théoréme 4.1.4 que peut-on

1
n  n

Exemple 4.2.4 On sait que pour n > 1,
conclure ?
Théoréme 4.2.5 Soit (up)nen €t (Un)nen deuz suites G termes réels positifs telles que
un = O(vy,). Alors

— Z vy, converge — Z U, converge

— Zun diverge —> ZU” diverge.

Se déduit du théoréme précédent et de la définition de u, = O(v,,)
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S7

Théoréme 4.2.6 Soit (u,)new une suite & termes réels positifs, et (vp)nen une suite telle que

Uy ~ Uy. Alors E U, et E v, sont de méme nature.

car ...

1
<

Exemple 4.2.7 1. Montrer que Vn > 2, —
n n—1

1
>
2. Nature de la série Z(\/ nt +1—n?)

3. Nature de la série Zn_ﬂSi“(§+%)

1 .
— —. Conclure sur la nature de la série
n

4.2.3 Comparaison avec une série géométrique

Théoréme 4.2.8 Comparaison logarithmique.

Soit (un)nen €t (Un)new deut suites a termes réels strictement positifs telles que

U v
vn’ n+1 < n+1

n ,UTL

n—1 Uk+1

< . Alors g VU, CONVErge =—> g Uy, CONVETge.

1. Uo .
Car, montrer que Vn, u, = uo [[,_, ” et en déduire que u, < . Un, puis conclure ...
k 0

Théoréme 4.2.9 Si Vn, u, > 0 et si Ja > 0, b > 0 tels que Vn, a <

oh<1l = Zun converge
eaqg>1— Zun diverge.

Travailler avec v,, = b" et w,, = a™

Théoréme 4.2.10 Régle de D’Alembert

SiVn, u, >0 et si lim ntl
Unp

o /<1l= Zun converge

=/, alors

o />1= Zun diverge

Un+1

< b alors :
Up

e Dans le cas ou £ = 1, le théoréme de permet pas de conclure

car ...

Remarque 4.2.11 Si lim Unt1 _ 1% alors Zun diverge

Un,

car alors la suite (u,) est croissante a partir d’un certain rang, et donc ne converge pas vers 0,

ce qui prouve que la série diverge grossiérement.

n!

Exemple 4.2.12 Déterminer la nature de la série de terme général u,, = —

Exemple 4.2.13 Discuter selon la valeur du réel x > 0

nn

la nature de la série E n2z"

Théoréme 4.2.14 — Si3q €]0, 1] tel que lim ¢"u,, = £ > 0 alors Zun diverge

— Sidq > 1 tel que lim ¢"u, = £ > 0 alors Zun converge
n

Car (raisonner sur des équivalents).
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4.2.4 Comparaison a une intégrale impropre
4.2.4.1 Fonctions positives intégrales sur R

Définition 4.2.15 Soit f : [0,4+00[— Ry une fonction continue par morceauz sur Ry et po-
sitive. "
On dira que f est intégrable sur R si et seulement si F': x — / f(t)dt admet une limite finie
0
quand x tend vers +oo.
x +oo +o0o
Dans ce cas, ££I£OOF(x) = xgriloo/o f(¥)dt se note /0 f(®)dt ou /0 !

Plus généralement, pour a réel et [ : [a,+oo[— Ry une fonction continue par morceauz sur
[a,+00[ et positive.

xT
On dira que | est intégrable sur [a,+o00[ si et seulement si F : x — / f(t)dt admet une limite
finie quand x tend vers +oco. ‘

Exemple 4.2.16 Parmi les fonctions suivantes dire lesquelles sont intégrables sur l’intervalle
donné

1

1. f o — 22 sur [0,+o00]; g:x — — sur [1,+oo]
x

2. frx—a™® sur [1,+o0] (discuter selon o)

3. frx—e ® sur Ry

Remarque 4.2.17 On reviendra plus a fond sur la notion de fonction intégrable sur un inter-
valle, il s’agit ici d’une premiére approche utile pour ’étude des séries a termes positifs.

Proposition 4.2.18 f : [a,+0co[— Ry une fonction continue par morceauz sur [a,+oo| et po-

sttive.
xr

f nest pas intégrable sur [a,+oo[= lim f(®)dt = 400
r—=+oo [

car ....

4.2.4.2 Comparaison série-intégrale

Théoréme 4.2.19 Soit f : Ry — Ry continue par morceauz, positive et décroissante.
On note u, = f(n). Alors

1. f est intégrable sur Ry <— Zf(n) converge <= Zun converge

n+1 n
2/0 f(t)dthngf(O)+/o Ft)dt

+ +o00 +o0
3. Si f est intégrable sur R, / f@)dt < R, = Z flk) < / f(t)dt
n+1 k=n+1 n
4. La série Z </ f)de — f(n)> converge
n—1
car ...

Remarque 4.2.20 Ce qui importe dans l’item 1 de ce théoréme c’est la convergence de r —
x

/ f(@®)dt quand x tend vers +oo. Donc, il n’est pas nécessaire que la fonction f soit continue
a

sur Ry : la continuité sur [a,+oo| est suffisante. Dans ce cas, il faut adapter la démonstration
de l'item 2 du théoréme pour obtenir une double inégalité du méme type.
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4.2.4.3 Séries de Riemann
1
Définition 4.2.21 On appelle série de Riemann toute série de terme général u,, = — avec a
n
réel fixé (ne dépend pas de n)

1
Théoréme 4.2.22 La série Z — converge <= o >1
n

En effet ...

Exemple 4.2.23 On retrouve ainsi les résultats vus dans lexemple 4.2.7 et dans le théoréme
4.1.4 (série harmonique)

Exemple 4.2.24 Ftudier la nature des séries suivantes : Zun ot

1. u, =/ +1—+/n (discuter selon «) ;

2. up, = |cos(1/n) — exp(—1/n)|

1 1
3. Up = ﬁ — sin <\/ﬁ)
4.2.5 Comparaison a une série de Riemann

Théoréme 4.2.25 Soit (up)nen une suite @ termes positifs.
— si Ja > 1 tel que la suite (n®uy,), est bornée, alors Zun converge
— st Ja < 1 tel que la suite (n®uy,)y, a une limite non nulle (éventuellement infinie), alors

Z u, diverge

car ...

Si Ja > 1 tel que la suite (n®u,) converge, alors cette suite est bornée et donc la théoréme
est applicable d’ou la propriété :

Proposition 4.2.26 Si Ja > 1 tel que la suite (n“u,,) converge, alors la série Zun converge.,

n

Exemple 4.2.27 — Etude de la convergence de E Uy OU Uy = ;?
P . Inn\"
— FEtude de la convergence de E Up OU Uy = [ 1 — —
n
1
Exercice 4.2.28 Les séries de Bertrand sont les séries E Uy OU Uy = ———— pour n = 2.
n*(Inn)?

Discuter selon les valeurs de o et de 8 la nature des séries de Bertrand

4.2.6 Etude des restes d’ordre n des séries positives convergentes

Théoréme 4.2.29 Soit (uy)nen et (Vn)nen des suites positives, avec u, ~ vy,
On suppose que Zvn converge (et donc Zun converge aussi).

“+o0 +oo
Alors R, ~ R), ot R,, = g up et R, = E v, c’est a dire les restes d’ordre n sont équivalents.
n+1 n+1

car ...
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Remarque 4.2.30 Si u, = o(v,) et Zvn converge, alors R, = o(R]).
n=0(v,) et Z vy, converge, alors R, = O(R)).

—+o0
1
Exemple 4.2.31 Donner un équivalent de Z w2 (on pourra utiliser Uexemple 4.2.7)
k=n
4.2.7 Etude des sommes partielles des séries positives divergentes

Théoréme 4.2.32 Soient (up)nen €t (Vn)nen deux suites positives, avec u, ~ vy
On suppose que Zvn dwerge (et donc Zun diverge aussi).

Alors S, ~ S}, ot S, = Zuk et S, = ka, c’est a dire les sommes partielles de méme rang

sont équivalentes
car ...
Exemple 4.2.33 Soit (un)ne]N une suite réelle ayant une limite : hm u, =f €R

n

Montrons qu’alors lim — =/
n

Cet exemple est connu sous le nom de théoréme de Césaro (hors programme)

4.2.8 Formule de Stirling
Théoréme 4.2.34 N
nl ~ (ﬁ) V2mn

€

Démonstration hors programme

4.3 Séries réelles alternées

4.3.1 Définition

Définition 4.3.1 Soit (u,)nen une suite a termes réels.
On dira que la suite est alternée si et seulement si

(Vn, up = (=1)" [un]) ou (Yn, up = (=1)"* Juy|).

Exemple 4.3.2

-1 2 -1H"
Up = , Un:]n(1+( )) , wn:u
n n n

Ces suites sont-elles alternées ?

Définition 4.3.3 On dira que la série Zun est une série alternée si et seulement si la suite
(Un)new est alternée.
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4.3.2 Théoréme des séries alternées (TSA)

Théoréme 4.3.4 Toute série alternée dont la valeur absolue du terme général décroit et tend
vers () est une série convergente, i.e.

(un)nen suite alternée
(|un])new suite décroissante \ — Zu” converge

limu, =0
n
et
o0
— Vn, S, et Sp41 encadrent S = Zuk
0
— Vn, |Ru| = |8 — S| < |tnq1]
— Vn, R, ale méme signe que u,+1 (premier terme négligé lorsqu’on approche S par S,,)
car ...

(=n"

noz

avec o € R. Montrer

Exemple 4.3.5 Séries de Riemann alternées : ce sont les séries Z

que ces séries convergent si et seulement si o > 0.
Ces séries, pour 0 < o < 1 constituent d’excellents exemples de suites dont la série converge,
mais dont la série des valeurs absolues diverge

Remarque 4.3.6 Ici les séries sont a termes réels. Les théorémes de comparaison, par exemple
sur les équivalents sont fauz sur les séries 4 termes a signes non constants. Par exemple :

_1)»
Exemple 4.3.7 Soit u, = ! et soit v, = u, +
n nlnn

1. Montrer que Zun converge (cette série est appelée série harmonique alternée)
2. Montrer que u, ~ v,
3. Montrer que Z(Un — uy,) diverge et en déduire la nature de Zvn.
Exercice 4.3.8 1. Nature de la série Z i
i+ (="

2. Discuter selon la valeur de o la nature des séries Z

(1"

3. nature de la série Z ( 1+ (\/1% — 1)

4.4 Séries d’éléments d’un evn de dimension finie

E un evn de dimension finie.Toutes les normes étant équivalentes, on ne précise pas la norme
utilisée.
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4.4.1 Convergence absolue

Définition 4.4.1 Soit (uy)pen € EN.

On dira que la série g uy, est absolument convergente si et seulemnent si la série positive E [l ||
converge

On s’est ainsi ramené aux séries & termes dans R .

Cas particulier 4.4.2 Dans le cas 0t (un)nen € RN ou (up)nen € CV,
Zun converge absolument < Z|un| converyge.

_1)n
Exemple 4.4.3 1. z ( 2)
n

converge absolument

_1)»
2. E (=1) ne converge pas absolument
n

4.4.2 Convergence absolue — convergence

Théoréme 4.4.4 Cas des séries numériques : Soit (u,)nen € CV.
Zun converge absolument —> Zun converge et dans ce cas,

“+oo “+o0
| <D ful
0 0

car ...

(-1

ATTENTION : la réciproque est fausse comme le montre la série harmonique alternée Z
n

Théoréme 4.4.5 Cas général d’un evn de dimension finie : soit (u,)new € EN.
Zun converge absolument — Zun converge et dans ce cas,

+o0o +oo
2 unl| < 2 llun
0 0

car ...

4.4.3 Séries géométriques

Théoréme 4.4.6 Soit A une algébre normée de dimension finie, ayant pour unité e.
Soit u € A tel que ||ul| < 1.

Alors Zu” converge absolument (donc converge) et

+oo
e — u est inversible dans A, avec (e —u)~! = E u”
n=0

Rappeler la définition d’une algébre normée ...
Comparer alors ||u"| avec ||u|". Conclure sur la convergence absolue de E u™.
Montrons alors que e — u inversible et ...
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Cas particulier 4.4.7 Dans le cas ot E = C algébre normée, on retrouve le fait que |z| < 1 =
+oo
1

Zzn:l—z

0

Remarque 4.4.8 Si N est une norme d’espace vectoriel sur A, et ||.| une norme d’algébre, on
peut avoir N(a) > 1 avec pourtant Za” converge.

Par exemple : prenons N = 3||.||. N est clairement une norme sur l’espace vectoriel A. Soit alors
a € A tel que N(a) = 2, alors ||la|| = 2/3 < 1, donc Z lal|™ converge, vu le théoréme, et donc

Za” converge pour ||.|| (CVA =>CV) et donc, les normes étant équivalentes, Za" converge
pour N.

4.4.4 Série exponentielle

Théoréme 4.4.9 Soit A une algébre normée de dimension finie, ayant pour unité e et soit

u e A.

n
- u p
La série g — est absolument convergente, et sa somme est notée exp(u).
n!

+00 un
eap(u) = Y-
n=0 "

n
Car, par application de D’Alembert, Z w converge.
n!

+oo

Remarque 4.4.10 — Si A = R, on obtient pour x réel, exp(x) = Z x—' On admettra
n!

pour linstant qu’il s’agit bien de ’exponentielle rencontrée en terminale et en Mpsi.
+o0o

— Si A= C, on obtient pour z complexe, exp(z) = Z Z—' On admettra pour linstant qu’il
n!
n=0
s’agit bien de l’exponentielle complexe rencontrée en Mpsi :
exp(z) = e (cos(Imz) + isin(Imz)).
00 An
— Si A= M, (K), on obtient pour A € M,,(K), exp(A) = Z — qui nécessite de connaitre
n!

les puissances successives de A. On peut se ramener utilement au chapitre sur la réduction
des matrices ...

Exzemple 4.4.11 Pour A = < 3 -2

1 0 ), déterminer exp(A)

4.4.5 Espace vectoriel des séries absolument convergentes

Définition 4.4.12 On note (*(K) lensemble des suites (u)new € KN telles que Z|un|

converge (i.e. la série Zun converge absolument dans K).
Théoréme 4.4.13 (*(K) est un espace vectoriel normé par la norme Ny définie par
1K) =R

N1 : =
(un)nelN — Z |un|
n=0
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En effet ...

Définition 4.4.14 Généralisation
Soit E un evn de dimension finie. On note (*(E) l’ensemble des suites (u,)nen € EN telles que

Z llun|l converge (i.e. la série Zun converge absolument dans E ).

Théoréme 4.4.15 (1(E) est un espace vectoriel normé par la norme Ny définie par
(E) - R

N]_ : =
(n)nen = > [lun]
n=0

Démonstration trés voisine de celle du théoréme précédent. A faire.
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5.1 Parties convexes d’un espace vectoriel réel

Dans toute la suite, F/ désigne un espace vectoriel réel.

5.2 Barycentre

Définition 5.2.1 Soit n € N*, (A1,..,\,) €R" tg Y X #0, et (a1,...,a,) € E™.

i=0
1 n
On appelle barycentre du n-uplet (ar, \i)1<k<n le point g € E défini par : g = —; Z)"“ak’
>
k=1
n n
i.e. le point g tel que (Z Ak)g = Z(z\kak)
k=1 k=1

n
Remarque 5.2.2 1. g est ce barycentre si et seulement si Z Ai(ar — g) =0, ce qui s’écrit,
n — k=1
en utilisant la notation affine : Z MGA, = 0
k=1
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2. On ne change pas le barycentre en multipliant tous les coefficients A\ par un méme sca-
laire non nul (propriété appelé homogénéité). En particulier on peut se ramener au cas ow

n
Z A= 1.
k=1
Proposition 5.2.3 Associativite

Soit g le barycentre de (a1, A1), ..., (an, A\p) (on suppose bien entendu que Z)\k #0)

k=1
Soitpe[l,n—1] tg M+ ...+ Xy 0 et A\pr1 + ... + A, #0.
On note g1 le barycentre de (a1, \1), ..., (ap, Ap) €t g2 le barycentre de (ap+1, Ap+1), -y (An, Ap)-
Alors g est le barycentre de (g1, M1 + ... + Ap) et de (g2, Apy1 + ... + An)

En effet ...

Cas particulier 5.2.4 : centre de gravité

SiVk, A\p =1, alors le barycentre de (a1,1), ..., (ap, 1) est appelé centre de gravité de aq, ..., ap,
ou centre de masse, ou isobarycentre. C’est aussi le barycentre des ay, affectés tous de la méme
masse A non nulle.

Exemple 5.2.5 Dans le plan affine, lisobarycentre de deux points A et B est le milieu du
segment [A, B]

Exemple 5.2.6 Dans le plan affine, soit A, B, C trois points non alignés. Montrer que le centre
de gravité du triangle ABC est sur la médiane issue de A, i.e. la droite issue de A et passant
par le milieu de [B, C].

Montrer que les trois médianes d’un triangle sont concourantes.

5.2.1 Segments de F

Définition 5.2.7 Soient a et b dans E. On appelle segment d’extrémités a et b, noté [a,b] ou
[b, a], I’ensemble des barycentres de (a,t), (b,1 —t) lorsque t décrit [0,1]
[a,b] = {ta+ (1 —t)b/t € [0,1]} ={aa+ (1 —a)b/a >0, >0, a+ S #0}

Remarque 5.2.8 1. Dans le cas ot E = R, on distingue [a,b] de [b,a], car R est ordonné.
Dans ce cas, la notation [a,b] suppose (sauf mention du contraire) que a < b.
Lorsque E nest pas R, [a,b] et [b,a] désignent le méme segment.

2. [a,a] = {a}.
3. [a,b] est aussi l’ensemble des barycentres de (a,1 —t), (b,t) lorsque t décrit [0, 1].

Proposition 5.2.9 .
[a,b] est ’ensemble des barycentres de (a,a), (b, ) lorsque « 20, 8 >0, a+ 8 #0

car ...

Exemple 5.2.10 1. Prenons E = R[X]. Le segment [X, X?] est ’ensemble
{PeR[X]/3te[0,1] tg P=tX + (1 —t)X?}.

1 2
Par ezemple §X + §X2 € [X, X?].

2 3
2. f= E sin —|—5 cos € [sin, cos| dans C(R)

3. On peut aussi parler d’un segment de matrices, ou d’un segment d’endomorphismes ...
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5.2.2 Convexité

Définition 5.2.11 SoitT C E. On dit que T est conveze si et seulement si, Va,b € T, [a,b] C T,
i.e. Ya,beT, Yt €0,1], ta+ (1 —t)beT.

Proposition 5.2.12 Une intersection non vide de convezes est conveze.
Clair ...

Proposition 5.2.13 Un segment de E est un conveze de E.

car ...

Proposition 5.2.14 Une boule (ouverte ou fermée) est convexe
car ...

Théoréme 5.2.15 SoitI' C E.
I' est convere <= tout barycentre de points de T affectés de masses positives est un point de T’

Vn € N*, Y(ai,....,an) € ™ V(A1, ..., \n) € RZ,

1
— MA A #0= - Na; €T
>ox T
k=1

car : <=) est clair : il suffit de prendre n = 2 et on retrouve la définition de I" convexe.
=) : par récurrence sur n. ...

5.3 Fonctions convexes d’une variable réelle

5.3.1 Généralités

Définition 5.3.1 Soit I un intervalle de R et f: 1 — R.
On dira que [ est conveze sur I <= Vz,ye [LYA€[0,1], f(1—=Nz+Xy) <1 =N f(z)+ Af(y)
= Vo,yeLVA€[0,1], fAz+ (1= Ny) <Af(x)+ (1 —A)f(y)

Exemple 5.3.2 Toute application linéaire de I dans R (f : © — ax) est conveze (car il y a
égalité, donc inégalité large)

x+y) _ @)+ 1)
2 ~X

Exemple 5.3.3 Si on sait que [ est convexe sur I, alorsVe,y € I, f (

Proposition 5.3.4 f est conveze sur I si et seulement si tout arc est sous sa corde

Figure :
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5.3.2 Caractérisation par 1’épigraphe

Définition 5.3.5 Soit f: I — R.
On appelle épigraphe de f l'ensemble E(f) = {M = (x,y) e R?/x €I ety > f(x)}
(C’est la partie du plan R? située "au dessus" de la courbe)

Figure :

Théoréme 5.3.6 f est convere <= E(f) est une partie conveze de R?, i.e. Va,b € E(f), la,b] C

£(f)

car ...

C’est un critére géométrique trés pratique : par exemple, la fonction cos n’est pas convexe sur
[0, 7],  — 22 est convexe sur R, z — x® n’est pas convexe sur R mais est convexe sur R

5.3.3 Caractérisation par I’inégalité des pentes

Théoréme 5.3.7 f est convexe sur I <
f) = fla) _ fle) = fla) _ f(c) = f(b)

Va,b,ce I, a<b<c— < <
b—a c—a c—b

Faire une figure pour comprendre comment mémoriser ces inégalités.

Démonstration : ...

5.3.4 Inégalités de convexité

Théoréme 5.3.8 Soit f: I — R.

f convexe sur I < Vn e IN* V(z1,..,x,) € I", Y(\1,..., \n) € (R4)™,

Z)\k =1l=f <Z /\kxk> < Z)\kf(xk)
k=1 k=1 k=1

n
Remarquons tout d’abord que I est un intervalle et donc convexe, et donc Z Apxyg € 1.

k=1
Alors en effet ...

car ...

2 2 2 2
Exemple 5.3.9 1. VYa,b,c € R, (W) < %

b c
2. Va,b,c € R, 2 < %e“—ﬁ— ¢ Ze

car ...
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5.4 Fonctions concaves d’une variable réelle

Définition 5.4.1 Soit I un intervalle de R et f: I — R.
On dira que f est concave sur I <= —f est convexe sur I

Conséquence 5.4.2 1. f concave sur I <—
Ve,y € I, VA€ [0,1], f(Az+(1—Ny) 2 Af(z) + (1 —A)f(y)
i.e. tout arc est au dessus de sa corde.

2. La partie située sous la courbe est conveze.

3. Inégalités des pentes : écrivez les ...

4. Inégalités de converité :

Exemple 5.4.3 Ezemples de fonctions concaves :
— = — y/x sur Ry.
— o — Inz sur R}
— x — 2% sur (compléter)

5.5 Fonctions convexes dérivables ou deux fois dérivables
sur /

Théoréme 5.5.1 Soit f dérivable sur I et (T') sa courbe représentative dans (O,Z,;)

f conveze sur I <= la dérivée de f est croissante sur I
<= La courbe est toujours au dessus de ses tangentes

En effet :

Conséquence 5.5.2 Soit f deux fois dérivable sur I
— f est conveze sur I < " >0 surl
— f concave sur I <= f" <0 surl

Exemple 5.5.3 1. exp est convexe sur R.
2. VYne N, x = 2" est convezre sur R.
3. x — Inx est concave sur R .

4. x = \/x est concave sur R et donc sur Ry car ...

Application 5.5.4 1. Vx € [0,7], sinz < z
2.VreR, e*>1+=x

3. On sait que In est concave sur ]0,+oo[. En utilisant la tangente & sa courbe au point
d’abscisse 1, en déduire une inégalité.
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5.6 Reégularité des fonctions convexes
Remarque 5.6.1 f convezre sur I 7= f continue sur I

Donner un exemple d’une fonction convexe mais non continue sur [a, ]

Remarque 5.6.2 f convexe sur |a,b[Z= f dérivable sur ]a,b]

Donner un exemple d’une telle fonction.

Exercice 5.6.3 Soit f convexe sur I et soit a € I. Alors 3b,c € I tels que b < a < c.

[b,a] — R
1. Notons 7, : f(x) — f(a) - Montrer que 1, est croissante.
T —_- =
T—a
2. Montrer que 1, est majorée.
En déduire que f est dérivable a gauche en a.
3. Montrer que f est dérivable a droite en a.

4. Montrer que f est continue en a.

Remarque 5.6.4 Le théoréme démontré dans cet exercice, qui dit que toute fonction convexe

o]
sur I est continue sur I est hors programme.
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6.1 Eléments de topologie d’un evn

Dans toute la suite F est un espace vectoriel normé, la norme étant (sauf mention contraire)
notée ||.||.
6.1.1 Ouverts

Définition 6.1.1 Soit U C E.
On dira que U est un ouvert de E si et seulement si Va € U, Ir > 0, B(a,r) C U.

Exemple 6.1.2 10, 1[ est un ouvert de R.
[0,1] n'est pas un ouvert de R.
{0} n’est pas un ouvert de R.

Proposition 6.1.3 Toute boule ouverte est un ouvert.

En effet ...

Proposition 6.1.4 Conséquence 6.1.5 Tout intervalle ouvert de R est un ouvert de R.

1. E et () sont des ouverts de E.
2. Une réunion quelconque d’ouverts est un ouvert

3. Une intersection finie d’ouverts est un ouvert.
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car ...
Mais une intersection quelconque d’ouverts de E n’est pas forcément un ouvert de E. Par exemple,
dans R, notons pour n € N*, O,, =] — 1/n,1/n]. Les O,, sont bien des ouverts (car intervalles

ouverts de R).
Mais (> 0,, = {0} dont on a vu que ce n’est pas un ouvert de R.

Théoréme 6.1.6 Si N et N' sont des normes équivalentes, alors tout ouvert pour N est un
ouwvert pour N' et réciproqguement.

car ...

Conséquence 6.1.7 Dans un evn de dimension finie, la notion d’ouvert ne dépend pas de la
norme.

Proposition 6.1.8 F = F; X ... x B, un evn produit.
Si Yk € [1,p], Qk ouvert de Ey, alors Q = Qq X ... X Q,, est un ouvert de l’evn produit E.

En effet ...

Exemple 6.1.9 A =] —1,1[x] — 1,1] est un ouvert de R?.
(on pourrait aussi dire que A est la boule ouverte de centre 0 et de rayon 1 pour la norme infinie
de R?)

6.1.2 Voisinages d’un point

Définition 6.1.10 Soitac E etV C E.
On dira que V' est un voisinage de a ssi Ir > 0, B(a,r) C V.
On notera V(a) Uensemble des voisinages de a.

Proposition 6.1.11 1. VV € V(a), a € V.
2. Toute partie contenant un voisinage de a est un voisinage de a.
3. Une intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a, mais ce n’est pas le cas
d’une intersection quelconque.
Remarque 6.1.12 1. U ouwvert de E et a € U = U est un voisinage de a.
2. SoitU C E.

U ouwvert de E <= U est voisinage de tous ses points.

Proposition 6.1.13 Si N et N’ sont des normes équivalentes, alors tout voisinage de a pour
N est un voisinage de a pour N’ et réciproquement.

Car ...

6.1.3 Fermés d’un evn

Définition 6.1.14 Soit F C E.

On dira que F' est un fermé ssi son complémentaire dans E est un ouvert, i.e.
Ve ¢ F, Ir >0, B(z,r)NF =10

Exemple 6.1.15 1. Tout singleton est un fermé.

2. Une boule fermée est un fermé. En effet ...
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3. Toute spheére est un fermé. En effet ...

Proposition 6.1.16 1. 0 et E sont fermés. Ce sont a la fois des ouverts et des fermés.
2. Une intersection quelconque de fermés est un fermé.
3. Une réunion finie de fermés est un fermé.

4. Si N et N' sont des normes équivalentes, alors tout fermé pour N est un fermé pour N’
et réciproquement.

Se démontre en travaillant sur les complémentaires et en utilisant les propriétés ensemblistes,
connues mais & redémontrer : Soit (A;);c; une famille de parties d’un ensemble E.

(& c
<UAi> =) (49) et (ﬂAi> =J 9
icl il il il
Conséquence 6.1.17 Toute partie finie de E est un fermé

Car c’est une réunion finie de singletons dont on sait qu’ils sont fermés.

Remarque 6.1.18 important : il existe des parties de E qui ne sont ni ouvertes ni fermées, i.e.
si on sait que A C E n’est pas un ouvert, on ne peut pas en conclure sans argument supplémentaire
que A serait un fermé.

Par exemple : [0, 1] n’est ni un ouvert ni un fermé de R (le démontrer)

Proposition 6.1.19 Soit I un intervalle de R. I est un fermé <= I contient ses bornes
réelles. i.e. les seuls intervalles fermés de R sont les segments [a,b] ainsi que les [a,+o00[ et

}_Oovb]

Attention : les intervalles ne sont pas les seuls fermés de R. Par exemple :
— [0,1] U [3,4] est un fermé de R (dire pourquoi) mais n’est pas un intervalle.
— IN, Z sont des fermés de R (le démontrer)

Proposition 6.1.20 £ = E; x ... x E, un evn produit.
Si Vk € [1,p], Fy fermé de Ey, alors F = Fy x ... x F,, est un fermé de E.

En effet ...
Exemple 6.1.21 A =[-1,1] x [-1,1] est un fermé de R2.
(on pourrait aussi dire que A est la boule unité fermée pour la norme infinie de R?)
6.1.4 Intérieur, adhérence, frontiére d’une partie de E
Il s’agit ici de donner un sens précis & des notions intuitives, comme celle de bord, de point

A l'intérieur d’une partie etc.

6.1.4.1 Intérieur
Définition 6.1.22 Soit ACE etac E.

1. a est un point intérieur a A ssi Ir >0, B(a,r) C A

[e]
2. L’intérieur de A est l’ensemble de tous les points intérieurs 4 A et se note A
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Remarque 6.1.23 A C A.

Exemple 6.1.24 Dans R :
1. ]a,b[= [a,b] = [a,b]

(o)
2. IN = (. Dire pourquos.

o
Proposition 6.1.25 A est un ouvert de E.

Car ...

Proposition 6.1.26 A ouvert <— A=A

Un sens est déja prouvé, dire lequel.
Montrons 'autre sens ...

o
Proposition 6.1.27 A est le plus grand ouvert inclus dans A.

En effet ....

Remarque 6.1.28 Cette propriété permet de retrouver l'exemple 6.1.24 1.

o

[e] [e]
Conséquence 6.1.29 A=A

Exercice 6.1.30 Soit A,B C E. Montrer :
1. AcB= ACB
2. AhNB=ANB

o o [e]
3. AUBDAUB
Donner un exemple pour lequel il n’y a pas égalité.

6.1.4.2 Adhérence

Définition 6.1.31 Soit ACE etac E.

1. a est un point adhérent a A ssi¥r >0, B(a,7r)NA#0D, i.e.
Ve >0, 3x € Atel que ||z —al <e

2. L’adhérence de A est I’ensemble de tous les points adhérents a A et se note A

Remarque 6.1.32 ATTENTION : la notation A a plusieurs sens : elle signifie ladhérence
de A, mais parfois elle est employée pour désigner le complémentaire d’un ensemble, ou en
probabilités, I’événement contraire de A, ou méme, dans le cas de parties de C elle peut désigner
l’ensemble des conjugués des éléments de A.

En topologie elle désignera ’adhérence ; c¢’est pourquoi, en topologie, ou s’il y a risque de conflit
de notation, le complémentaire de A dans E se notera A° ou E\ A.

Remarque 6.1.33 AC A

Proposition 6.1.34 ACB=— ACDB
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Proposition 6.1.35 E\ A=FE i A

En effet ...

Conséquence 6.1.36 A est un fermé.

car son complémentaire est un intérieur, donc est ouvert.
Proposition 6.1.37 A=A < A fermé.

Proposition 6.1.38 A est le plus petit fermé contenant A.

car ...

Conséquence 6.1.39 A=4

Exemple 6.1.40 1. ]0,1[ = [0,1] = [0, 1]
2. R* =R.
8. 7= (préciser)

6.1.4.3 Frontiére

Définition 6.1.41 Soit AC E eta € E.

1. a est un point frontiére de A ssi¥r >0, B(a,r)NA# 0 et B(a,r)N(A°) #0

2. La frontiére de A est l’ensemble de tous les points frontiére de A et se note fr(A)

Proposition 6.1.42 fr(A) = A\ A=4nN (E\A)
Conséquence 6.1.43 fr(A) est un fermé de E.

clair, car intersection de 2 fermés.

75

Exemple 6.1.44 Pour a et b réels, fr(Ja,b]) = fr([a,b]) = fr(la,b]) = fr([a,b]) = {a,b} car ...

6.1.4.4 Normes équivalentes

Théoréme 6.1.45 Si N et N’ sont des normes équivalentes et A C E, alors
— Uintérieur de A pour N est égal & lintérieur de A pour N’
— ladhérence de A pour N est égale d l’adhérence de A pour N’
— la frontiére de A pour N est égale a la frontiére de A pour N’

Car ...

Remarque 6.1.46 C’est la raison pour laquelle dans les exemples concernant les intervalles de

R on n’a jamais précisé quelle norme on choisissait sur R.
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6.1.5 Caractérisations séquentielles

Théoréme 6.1.47 a € A < 3 (an)nen € A%, tglima, =a
i.e. A est I’ensemble des limites des suites de A convergentes.

Car ...
Conséquence 6.1.48 A est un fermé <= (toute suite de A qui converge a sa limite dans A)
car ...

Application 6.1.49 Soit (u,)nen une suite de E qui converge vers (.
Alors {up/n € N} = {u,/n € N} U {{}

En effet ...

6.1.6 Parties denses

Définition 6.1.50 Soit A C E.

On dira que A est dense (dans E) <= A=F

= Vo e E,Nr >0, B(z,r1)NA#D
< Vre€eEVr>0, JacAla—z|<r
—

Vo € E, Ian)nen € AY, tq lima, =z

Exemple 6.1.51 1. R* est dense dans R.

2. @ est dense dans R : en effet, on a vu en Mpsi qu’entre 2 réels distincts il existe toujours
un rationnel. Vérifier alors que @ est dense dans R

3. R\ Q est dense dans R : a redémontrer en utilisant ’exemple du dessus.

Définition 6.1.52 Soit AC BCFE -
On dira que A est dense dans B <= BCA

<= tout élément de B est limite d’une suite d’éléments de A

Exemple 6.1.53 1. |0,1[ est dense dans [0,1]
2. {re Q/|r| <1} est dense dans [—1,1]

Proposition 6.1.54 Si N et N’ sont des normes équivalentes,
A est dense dans E pour N <= A est dense dans E pour N’

C’est di au fait que ’adhérence de A pour N est 'adhérence de A pour N'.

6.1.7 Ouverts et fermés relativement a une partie de E

Définition 6.1.55 Soit A C E.
— Soit U C A. On dira que U est un ouvert de A ssi il existe un ouvert ) de E tel que
U=ANQ
i.e. un ouwvert de A (ou relativement @ A) est un ensemble de la forme AN ou §) est un
ouvert de E.
— Un fermé de A (ou relativement & A) est un ensemble de la forme ANF ou F est un
fermé de E.

Remarque 6.1.56 Il faut bien voir que A n’est pas un espace vectoriel, donc il s’agit ici de
définitions nouvelles.
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Conséquence 6.1.57 1. U est un ouwvert de A <= Vax €U, 3¢ >0, B(z,e)NACU

2. Si A est un ouvert de E, les ouverts de A sont les intersections des ouverts de E avec A.
Ce sont donc des ouverts de E

3. Le complémentaire dans A d’un fermé relatif a A est un ouvert relatif a A.

4. Si A est un fermé de E, les fermés de A sont les intersections des fermés de E avec A. Ce
sont donc des fermés de E

ATTENTION & cette notion :
— [0, 1] est un ouvert de R4 mais n’est pas un ouvert de R
— 10,1} est un fermé de R
— Si A =]0,1] U {2}, alors |0, 1] est un ouvert de A car ]0,1] = ANJ]0,3/2], et c’est aussi un
fermé de A car ]0,1] = [0, 1] N A.
Il existe donc des parties non triviales & la fois ouvertes et fermées de A.

Proposition 6.1.58 Soit AC FE et B C A.
B est un fermé de A <= toute suite de B qui converge dans A a sa limite dans B.

car ...

6.2 Etude locale : limite d’une fonction en un point

Dans tout ce paragraphe, F et F' sont des evn.

6.2.1 Définitions

Définition 6.2.1 Soit ACE, ac A, {cFetf:A—F.
On dira que f a pour limite £ en a si et seulement si :
Ve>0, Ja>0,Vz € A, |lz—a|| <a=|f(z) —{| <e.

Lorsqu’on écrit |z — al| il s’agit de la norme sur E alors que dans || f(x) — £|| il s’agit de la norme
sur F.

Proposition 6.2.2 Caractérisation par les voisinages :
avec les mémes notations, f a pour limite { en a <
YV woisinage de £, U wvoisinage de a tq f(UNA) C V.

car ...

Proposition 6.2.3 Si on change la norme sur E ou celle sur F' par une norme équivalente, on
ne change pas Uexistence et la valeur de la limite.

Remarque 6.2.4 On peut remplacer dans la définition les inégalités larges par des inégalités
strictes : ce sont des définitions équivalentes

car ...

Proposition 6.2.5 Unicité de la limite :
Avec les mémes notations,  a pour limite { et £/ ena — £ =1/'.

car ...
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Notation 6.2.6 f a pour limite £ en a se notera lim f =/
Remarque 6.2.7 Important : lim f = ¢ < lim||f —¢|| =0

a a

L’importance de cette remarque tient au fait que la seconde limite ( lim || f — ¢||) est la limite en
a

a d’une fonction & valeurs dans RR.

6.2.2 Extension

La définition précédente s’étend aux cas suivants :
— f:b, 4[> Feta=+4ocooua=—0:
limfzﬁ<:>V€>OE|M>thV:L':c>M:>||f(:17)f€||<€
—f ACE—-Retl{=+c0o0ul=-
hmf +oo<:>VM>OHa>0V:C€A||J:—a|| a= f(z)>M

— cas ou A n’est pas borné :
lim f(z)={ <= Ve>0,IM >0,Vz € A, ||z|| > M = ||f(z) -] <¢

||| =400

6.2.3 Limite suivant une partie

Définition 6.2.8 Soit f: ACE — F et PC A. Soitac PetlcF.

On dira que f a pour limite £ quand x tend vers a selon P (en restant dans P) si et seulement
st la restriction de f a P a pour limite ¢ en a, i.e.

Ve > 0,3a > 0,Vz € P, ||;1: a| La=||f(z) - ¢ <e

te 1
se note, lin_, 1(2) =

Cas particulier 6.2.9 .

1. Limite par valeurs différentes : C’est le cas ova € A et P = A\ {a}
f a pour limite ¢ en a par valeurs différentes <
Ve>0, Ja>0,Vz e A, O< |z —a|| <a=||f(z) ¢ <e

Exzemple 6.2.10 f : R — R définie par f(x) =1 sixz #0 et f(0) =2
La représenter. Montrer que f a une limite en 0 par valeurs différentes. Montrer que f n'a
pas de limite en 0

2. Limite a droite (resp a gauche) en a, dans le cas ou E = R.
Dans ce cas P = AN]a, +o0].
f a pour limite ¢ a droite en a <= Ve >0, Ja >0, Vx € A, 0 <z —a < o =

If(z) =€l <e

6.2.4 Remarque concernant a

Proposition 6.2.11 Que se passe-t-il siac A?
limf=/Cetac A= (= f(a)
a

car ...
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6.2.5 Propriétés
Proposition 6.2.12

limf=0=¢e€ f(A)
car ...
Proposition 6.2.13

limf=¢€ F = f est bornée au voisinage de a
a

Clair : prendre par exemple € = 1 dans la définition

6.2.6 Caractérisation par les suites

Théoréme 6.2.14 f: ACE - F, ac A, (€ F.
limf =0 <= (Y(up)nen € AN, limu, = a = lim f(u,) = {)

car ...

Remarque 6.2.15 Ce théoréme reste vrai dans toutes les situations de limites : a € A, a =
400, a=—c0cetl e F, { =400, { =—00

Remarque 6.2.16 Ce théoréme est trés utile pour prouver qu’une fonction n’a pas de limite
Ezxemple 6.2.17 f:x — sinx n’a pas de limite en +00

Exemple 6.2.18 f: C — C définie par z — €*. Que dire de | |lim le®| ¢
z|——+o0
6.2.7 Opérations algébriques

Théoréme 6.2.19 E. F deuz evn, ACE, ac A, 0, € F.
frg:A=Fetr: A=K

1 lim f = £ = lim ||f(2)] = [|€]
2. limf=0 < lim|/f| =0

limf=/¢ . ,
limg = ¢ [ = R +9) =L+
limA =0
4- a . = limAg =0
g bornée au voisinage de a a
limg=0 i
5. a " = limAg=0
A bornée au voisinage de a a
lim\ =« ' )
6. lim g = ¢ zh;n)\g:af
car ...

Remarque 6.2.20 ATTENTION : le produit de 2 fonctions vectorielles n’a en général aucun
sens.
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6.2.8 Composition

Théoréme 6.2.21 E.F,G des evn. A C E,a € A, BCF, f: A —F, g: B — G avec
f(A)CcB
limf=25 )
1igng:€ :>htrlngof:€

Tout d’abord, a € A et limf =b=b¢c f(A) C B.
Alors ...

6.2.9 Limites et coordonnées
E,F evn, A C E avec dim(F) = p, (u1,...,up) base de F.
p
f:A— F, avec [ = Z frug, ou les fonctions fx sont des fonctions fi : A — K.
k=1

p J—

Théoréme 6.2.22 (€ F, £ =Y luy, et soit a € A.
k=1

lim f =/¢ < Vk € [1,k], lim f = ¢

Car ...

6.2.10 Espace vectoriel produit

Théoréme 6.2.23 E et AC E, Fi,...,F, des evn. Notons F' = Fy x ... x F},.

Soit f: A= F, f=_(f1,., fp) -
LeF etsoit {=(l,....0,), et soit a € A.

limf ={¢ < Vk € [L,k], lim fr = ¢

Démonstration a faire (s’inspirer la démonstration précédente)

6.3 Continuité

6.3.1 Généralités

Définition 6.3.1 ACE, f:A— F, a€ A.
On dit que f est continue en a <= f a une limite en a, et alors lim f = f(a).
a

i.e. f est continue en a <= Ve >0,3a >0, Vx € A, ||z —al| <a=|f(z) — f(a)]| <e.

Voir 6.2.11

Remarque 6.3.2 C’est une notion locale. Au lieu de prendre x dans A on peut se contenter de
prendre x dans un voisinage de a

Proposition 6.3.3 Si on remplace les normes sur E et sur F par des normes équivalentes, la
notion de continuité est inchangée.
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Car c’est la propriété 6.2.3 sur les limites.

Théoréme 6.3.4 Caractérisation par les suites.
fiA—=> FetacA.

f continue en a <= (¥(up)nex € AN, limu, = a = lim f(u,) = f(a) )
C’est la caractérisation d’une limite par les suites voir 6.2.14

sin(l/z) sixz#0
0

Exemple 6.3.5 Soit f: z — . Montrons que f n’est pas continue en 0.

$1x =

1
Soit up, = ———. limu, = 0, mais f(u,) = 1 donc lim f(u,) # f(0), ce qui contredirait le
5 +2nm

théoréeme si f était continue en 0.

U0:1/2

Exemple 6.3.6 Soit (un)nen définie par { ¥n € N, iy = sin(u,

) FEtudions la convergence

de cette suite.
1. En supposant que cette suite converge vers £, que dire de £ %
2. Montrer que cette suite converge.

3. Conclure.

Remarque 6.3.7 Le sens direct de ce théoréme est souvent utilisé dans le cas de suites définies
sous la forme u,1 = f(uy). Il est aussi souvent utilisé pour montrer qu’une fonction n’est pas
continue en un point.

Le sens réciproque est plus souvent utilisé dans les démonstrations théoriques.

Définition 6.3.8 f est continue sur A <= f est continue en tout point de A.

Remarque 6.3.9 Cette définition peut étre sujette a ambiguité dans le cas d’une fonction définie
sur A si on cherche a voir si elle est continue sur une partie B de A.

flz) = siz <0

) . Comment répondre
flz)=1 siz>0

Exemple 6.3.10 Soit f la fonction définie sur R par {

a la question f est-elle continue sur Ry ?

f n’est pas continue en 0, donc n’est pas continue en tout point de Ry . Cependant, la restriction
de f a Ry est la fonction constante égale a 1. C’est cette maniére de voir qui sera en général
adoptée.

Mais alors f est continue sur Ry et sur R*, sans étre continue sur R* UR;y =R ...

Notation 6.3.11 Pour A C E, on notera C(A, F) 'ensemble des fonctions de A dans F conti-
nues sur A.

Proposition 6.3.12 f lipschitzienne sur A = f continue sur A.

6.3.2 Opérations

Proposition 6.3.13 ACE,ac Aet f,g: A— F.
Va,B € K, f,g continues en a = af + Bg continue en a.
Va, 5 € K, f,g continues sur A = af + Bg continue sur A.
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Clair (voir le théoréme sur les limites)

Conséquence 6.3.14 C(A, F) est un K espace vectoriel.

Proposition 6.3.15 Si FF =K, i.e. f,g: A— K, alors le produit fg a un sens.
Pour a € A, f,g continues en a =—> fg continue en a.
f,g continues sur A = fg continue sur A.

Démonstration a faire.

Proposition 6.3.16 f: A— F, g: B — G avec f(A) C B.
f continue en a
g continue en f(a)
f continue sur A
g continue sur f(A

e Soita € A, = gof continue en a

) } = gof continue sur A

6.3.3 Cas des espaces produits

n
Proposition 6.3.17 Soit F = H Fy.
k=1
Alors py, : { F = b est continue en tout point de F' car elle est 1-lipschitzienne.
x=(21,...,Tpn) — Xg
n
E — F=]]F

Théoréme 6.3.18 f: pale . Ainsi fr, = prof

Soit a € E. f continue en a <= Vk, fi est continue en a.

Car ...

Exemple 6.3.19 1. Les fonctions polynomiales de p variables (K?, ||.|| ) — K sont continues
en tout point de KP (car produits de fonctions continues sur KP )

2. Les fonctions rationnelles de p variables (KP,||.|| ) — K sont continues en tout point de
leur ensemble de définition.

Remarque 6.3.20 ATTENTION : Dans ce théoréme, c’est I’espace d’arrivée qui est un espace
produit. Le théoréme ne concerne pas le cas ou l’espace de départ est un espace produit Voir
lexemple :

R?2 — R

xy .
Ezxemple 6.3.21 Soit f : (@y) — m si (z,y) # (0,0)
’ 0 si (z,1) = (0,0)

1. Soit f1 : x — f(x,0). Montrer que f1 est continue en 0.
2. Idem pour fo:y — f(0,y).

3. Montrer que f n’est pas continue en (0,0) (on pourra utiliser le théoréme 6.3.4)
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6.3.4 Cas ou F est de dimension finie

Théoréme 6.3.22 Soit f : A C E — F avec dim(F) = n, B = (uy,...,u,) une base de F et
soita € A

Pour xz € A, f(x) = ka(x)uk ot fr,: A — K.
k=1

f continue en a < Vk, fi continue en a
Car ...

Ce théoréme dit que pour prouver la continuité de f il est équivalent de prouver la continuité
des fonctions coordonnées. On peut donc se ramener & des fonctions de E dans K.

6.3.5 Des exemples de fonctions continues

1. Soit k € [1,n] et I € [1,p]
{Mn,p(K)

A= (aig)aennlxte]l > Gkl
infinie sur M,, ,,(K), alors I'application est 1-lipschitzienne.
On pourrait aussi dire que c’est une fonction coordonnée de ’application identité.

N {K X My p(K) = My, (K)

est continue sur M,, ,(K) Car si on choisit la norme

(0 A) W est continue sur K x M,, ,(K).

Car ..
2
M p(K)T = My p(K) est continue sur M,, ,(K)?
(A, B) — A+ B ’
Car ...
4. {?ZTB?;K) X Mp,q(K) : AMqu(K) est continue sur M,, ,(K) x M, ,(K)
Car ...

est continue sur M,, ,(K)

o Map(®) = My ()
1A

—t A
Car
6. Ma(K) =K est continue sur M, (K).
A — tr(A)
Car

4 S det(A) est continue sur M, (K).

Car ...

. {Mn(K) S K
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— GL,(K)

P est continue sur GL,(K)
%

GL,(K
Exercice 6.3.23 Montrer que l’application {A (K)

On pourra utilement utiliser la comatrice ...

6.3.6 Continuité globale sur A

Rappel : C(A, F) est un espace vectoriel.

Théoréme 6.3.24 Soit ACE et f: A— F.
f continue sur A <= limage réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert relatif de A
< limage réciproque de tout fermé de F' est un fermé relatif de A

Car ...

Exemple 6.3.25 1. A= {(z,y) € R?/zy < 2} est un owvert de R*. En effet, f : (z,y) — zy
est continue sur R%2. Or A = f=1(] — 00,2[) et ] — 00,2[ est un ouvert de R. Donc A est
limage réciproque d’un ouvert par une application continue, ce qui prouve que A est un
ouvert de R?. ,

2
2. B= {(a:,y) € RZ/% + % = 1} est un fermé de R2. Car ...

1
3. C= {(x,y) eR?/y < } est un ouvert de R?. Car ...
x

4. Montrer que D = {x € R*/sin(1/x) = 0} est un fermé de R*.
Montrer que D n’est pas un fermé de R.
5. Montrer que GL,(K) est un ouvert de M,,(K).

ATTENTION : I'image directe d’un ouvert (resp fermé) n’est pas nécessairement un ouvert (resp
fermé) de l'espace d’arrivée.

Exemple 6.3.26 1. sin est continue sur R et |0, 27| est un ouvert de R. Mais sin(]0, 27[) =
[—1,1] qui n’est pas un ouvert de R, c’est méme un fermé.

2 f R:Y —R
I P, A%

pas un fermé de R.

est continue sur |0, +oo[. Donner un fermé de |0, +oo[ dont l'image n’est

6.3.7 Densité

Théoréme 6.3.27 Soient f,g: A — F continues sur A et soit X une partie dense dans A.
Vo € X, f(z) = g(x) — Va € A, f(z) = g(x),
i.e. si f et g continues sur A coincident sur une partie dense de A, alors elles sont égales.

Car ...

Exercice 6.3.28 Le but de cet exercice est de montrer que GL,(K) est dense dans M, (K).

1. Soit A € M, (K), A= (a;;)i;. Considérons f :x — det(A—xI,). Montrer que f est une
fonction polynomiale de degré n sur K.

2. En déduire que f a un nombre fini de racines.
3. Montrer 3a > 0, Vz €K, 0 < |z] < a = f(z) #0.
4. Construire alors une suite (A,), € GL,(K)N telle que lim A, = A. Conclure.
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6.3.8 Continuité uniforme

Définition 6.3.29 ACFE, f: A— F.
On dit que f est uniformément continue sur A <
Ve >0,3a>0, Yo,y € A, [lz -yl <a=|[If(z) - fy)ll <e.

Exercice 6.3.30 Ecrire la définition de f n’est pas uniformément continue sur A.

A —R

Exemple 6.3.31 Soit A C E. la fonction f : est uniformément continue sur
x —d(z,A)

A.

Car ...

Proposition 6.3.32 La propriété de continuité uniforme est conservée si on remplace la norme
sur A ou sur F' par une norme équivalente.

Démonstration a rédiger ...

Proposition 6.3.33 f uniformément continue sur A = f continue sur A

car ...

Proposition 6.3.34 f lipschitzienne sur A = f uniformément continue sur A

car ..

Ceci nous fournit beaucoup de fonctions uniformément continues sur A.

Remarque 6.3.35 La réciproque de cette propriété est fausse : on verra un peu plus tard des
fonctions uniformément continues sur un intervalle I qui ne sont pas lipschitziennes sur I.

Exercice 6.3.36 .
| uniformément continue sur ]a,b]

) g . . sment conti
| uniformément continue sur [b, c| } = [ uniformément continue sur Ja, [

Car ...

Théoréme 6.3.37 S'il existe deux suites (v,)nen € AN et (yn)new € AN telles que

lm(z, — yn) = 0 et la suite (f(zn) — f(yn))new ne converge pas vers 0, alors [ n'est pas
uniformément continue sur A.

Car ...

Exemple 6.3.38 1. f:x — 2% nest pas uniformément continue sur R, quoique continue.

Le prouver en prenant r,, = n et y, =n+ —
n

2. Montrer que f : x — sin(x?) n'est pas uniformément continue sur R quoique bornée sur R.

Proposition 6.3.39 Composition
Soit f uniformément continue de A dans F et g uniformément continue de B dans G avec
f(A) € B C F. Alors gof est uniformément continue de A dans G.

Faites la démonstration.
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6.3.9 Continuité des applications linéaires

Théoréme 6.3.40 E et F deux evn, et f € L(E, F). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est uniformément continue sur E.
2. f est continue sur E
3. f est continue en 0.
4. f est bornée sur By(Og, 1) (boule fermée unité).
5. f est bornée sur la sphére unité.
6. 3k > 0,Vz € E, ||f(2)] < k||=||

Car ...

Notation 6.3.41 On notera L.(E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F conti-
nues.
On notera L.(E) l’ensemble des endomorphismes de E continus.

C°([0,1,R) — R
Exemple 6.3.42 1. Soit ¢ : F /1f' On munit E = C°([0,1],R) de la
_>
0

norme infinie.
Alors ¢ est continue de E dans R car ...

2. Soit E = R[X], muni de la norme | P|| = Sup{|P(t)| /t € [0,1]}. Montrer que ||.|| est bien
une norme sur E.

, E —R . o
Soit p : . @ est clairement linéaire.
P — P2
— On considére la suite (P,), € EN définie par Vn, P, = X™. Déterminer || P,||.
— L’application ¢ est-elle continue sur E ¢

Théoréme 6.3.43 E F,G trois evn sur K, B: E x F — G une application bilinéaire.
B continue sur Ex F < 3k > 0,Va,y € E X F, |B(z,y)|| < kllz| ||yl ot E x F est muni de
la norme infinie relative aux normes de E et F.

Car ...

Conséquence 6.3.44 E espace préhilbertien réel.

ExE —R

: est continue (Cauchy-Schwarz)
(z,y) —<mzy>

6.4 Compacité

Il s’agit ici de généraliser la propriété de Bolzano-Weierstrass rencontrée dans le chapitre sur
les suites réelles.
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6.4.1 Définition séquentielle

Définition 6.4.1 E un evn, et C C E.
C est un compact de E <= toute suite de C posséde au moins une valeur d’adhérence dans C.
i.e. V(tn)nen € CN, Jp : N — IN strictement croissante tq la suite (up(n))n converge dans C.

Proposition 6.4.2 Si C est compact, alors toutes les valeurs d’adhérence des suites de C sont
dans C.

car ...

Exemple 6.4.3 1. Tout segment de R est un compact de R, mais ce ne sont pas les seuls :
une réunion de 2 segments est encore un compact de R (on va le voir au-dessous)

2. R nlest pas compact : prendre par exemple la suite (n).,.

3. Un singleton est un compact.
Proposition 6.4.4 Une réunion finie de parties compactes de E est un compact de E.

Car ...

Conséquence 6.4.5 1. Une réunion finie de segments de R est un compact de R.

2. Toute partie finie de E est un compact.

Prop051t10n 6.4.6 Vk € [1,p], Ck compact de levn Ej.

Alors H Cy, est un compact de E = H E. pour la topologie produit.
k=1 k=1

Car ...

6.4.2 Fermeture et compacité

C fermé

Théoréme 6.4.7 C compact de £ —>
C  borné

Car ...

Théoréme 6.4.8 Soit C un compact et F C C.
F fermé de E < F compact de E.

Car ...

ATTENTION. Ne pas faire dire & ce théoréme plus qu’il n’en dit : un fermé de E n’est pas
toujours un compact (comme on le voit dans le théoréme 6.4.7), ici ne pas oublier ’hypothése
"F' est inclus dans un compact".

Théoréme 6.4.9 C compact de E, et (u,)nen € CN.
(Un)nen converge <= (up)nen @ 1 et 1 seule valeur d’adhérence

Un sens est évident. Lequel 7
Montrons 'autre sens ...
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6.4.3 Continuité et compacité

Théoréme 6.4.10 E | F deux evn, C' compact de E et f:C — F.
f continue sur C = f(C) compact de F.
i.e. l'image d’un compact par une application continue est un compact.

Car ...

ATTENTION. On ne sait rien sur I'image réciproque d’un compact par une application conti-
nue, comme le montre 'exemple suivant : f = sin, f~([~1,1]) = R qui n’est pas compact alors
que [—1,1] est un compact de R.

Théoréme 6.4.11 C compact de E et f : C — R continue sur C (fonction & valeurs réelles)
Alors [ est bornée sur C et atteint ses bornes, i.e.

Jda € C tel que f(a) = Inf(f) et 3b € C tel que f(b) = Sup(f)
c c

Car ...
Ce théoréme est fondamental : il permet de montrer que la borne sup de C' vérifie les propriétés
caractérisant C'.

Exemple 6.4.12 C un compact de E et a € E. Alors Jxo € C tel que d(a,C) = |la — x|

C R
En effet, prenons f : - .
x = ||z —al

et atteint son minimum. D’ot ...

f est continue sur C' avec C' compact, donc f est bornée

Conséquence 6.4.13 C compact et f : C — E continue. Alors Uapplication © — || f(z)|| est
continue, bornée et atteint ses bornes

Clair.

Théoréme 6.4.14 Théoréme de Heine
C compact et f:C — F.

f continue sur C = f uniformément continue sur C'

Car ...

Exemple 6.4.15 La fonction racine carrée est uniformément continue sur R4 car uniformé-
ment continue sur [0,1] par le théoréme de Heine, et uniformément continue sur [1,+oo[ (@
prouver).

Montrer que cette fonction n’est pas lipschitzienne sur R .

On dispose donc ici d’un exemple de fonction uniformément continue et non lipschitzienne, prou-
vant que la réciproque de la propriété 6.3.34 est fausse.

6.5 Connexité par arcs

6.5.1 Chemin continu joignant deux points

Définition 6.5.1 Soit AC E eta,be A.
On appelle chemin continu de A joignant a et b toute application u vérifiant

w:[0,1] = A

u continue sur [0, 1]
u(0)=aetu(l)y=>
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— A

0,1
Exemple 6.5.2 Si A est convezxe et a,b deux point de A. L’application [0, 1]
t — (1—t)a+tb

est un chemin continu de A joignant a et b.
Proposition 6.5.3 On définit une relation entre les points de A par
pour a et b dans A, aRb <= il existe un chemin continu de A joignant a et b

Cette relation est une relation d’équivalence sur A.

car ...

Définition 6.5.4 Les classes d’équivalence par cette relation sont appelées composantes connexes
par arcs de A.

Proposition 6.5.5 Les composantes connezxes par arcs de A forment une partition de A.

car ...

6.5.2 Parties connexes par arcs

Définition 6.5.6 Soit A C E. On dira que A est connexe par arcs si et seulement si, Va,b € A
il existe un chemin continu joignant a et b dans A.

Remarque 6.5.7 Aconnexe par arcs <= A posséde 1 seule composante connexe par arcs.

Proposition 6.5.8
A convexre =—> A comneze par arcs

C’est ce qu’on a vu dans ’exemple 6.5.2
Mais la réciproque est fausse :

Autre contre exemple : la sphére unité est connexe par arcs mais pas convexe.
Définition 6.5.9 Soit A C E. On dira que A est étoilé si et seulement si
Ja € A,Vx € A, [a,z] C A.

Exemple 6.5.10 .

Proposition 6.5.11 A étoilé = A conneze par arcs.

Car ...
Théoréme 6.5.12 Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles.

Car ...
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6.5.3 Connexité par arcs et continuité

A conneze par arcs

Théoréme 6.5.13 fiA— F continue

} = f(A) conneze par arcs.

car ...

A connezxe par arcs

FiA— R continue } = f(A) intervalle de R.

Conséquence 6.5.14

car f(A) connexe par arcs de R donc intervalle.

Conséquence 6.5.15 .
A connexe par arcs
f:A— R continue ) = VYm entre f(a) et f(b),3c € A tel que f(c) =m.
a,be A

Car ...

Exemple 6.5.16 1. GL,(R) n’est pas conneze par arcs. En effet, ’application det : GL,(R) —
R* est continue et surjective, mais son image n’est pas connezxe par arcs. Donc l’ensemble
de départ n’est pas connexe par arcs.

2. SO3(R) = {( Z?r?; ;Slsnxx ) Jx € ]R} est connexe par arcs. Dire pourquoi.

6.6 Cas des espaces vectoriels de dimension finie

6.6.1 Le théoréme de Bolzano-Welerstrass

Théoréme 6.6.1 Rappel : E un evn de dimension finie. Alors toute suite bornée de E posséde
une valeur d’adhérence.

6.6.2 Des conséquences

Théoréme 6.6.2 Une partie d’un evn de dimension finie est compacte si et seulement si elle
est fermée et bornée.

Un sens a déja été prouvé. dire lequel.
Montrons 'autre sens ...

Conséquence 6.6.3 Une suite bornée d’un evn de dimension finie converge si et seulement si
elle a une unique valeur d’adhérence.

Car ...

6.6.3 Sev de dimension finie

Théoréme 6.6.4 E un evn et F' un sev de E de dimension finie. Alors F' est fermé.

Car ...
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6.6.4 Continuité

Théoréme 6.6.5 E espace vectoriel de dimension finie et F' un espace vectoriel (non nécessai-
rement de dimension finie)

f€L(E,F)= f continue sur E
i.e. toute application linéaire de E de dimension finie vers F est continue.

Car ...
Conséquence 6.6.6 dim(E) < +oo = L.(E,F) = L(E, F)

Exemple 6.6.7 1. On munit R[X] de la norme ||P| = Sup{|P(x)|/x €[0,1]}. Soit D :
R[X] — R[X
{P[ ] P’[ ] En considérant les polynémes P, = X"™/n montrer que D nest pas

%

continue.

2. Montrer que la dérivation est continue sur R, [X]

Théoréme 6.6.8 L, ..., E, des evn de dimension finie, et F' un evn.
f:E1 x...x E, = F application p-linéaire, alors f est continue

Car ...

Exemple 6.6.9 1. On redémontre ainsi que l’application déterminant est continue sur E™.

M p(K) X My g(K) = Mo o(K)
(A, B) — AB

2. On redémontre aussi que l’application { est continue

sur My, p(K) x M, 4(K)
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Chapitre 7

Fonctions vectorielles

Contents
7.1 Dérivation . . . v v v v v v v v v v it e e e e e e e e e e e e e e e e 93
7.2 Intégration sur un segment . . .. ... ... ... . 98
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7.4 Arcs paramétrés declasse C1' . . . . . ... ..o e e 105

Dans tout ce chapitre I est un intervalle de R, F' est un evn sur K de dimension finie, et les
fonctions sont des fonctions de I dans F'.

7.1 Dérivation

7.1.1 Dérivée en un point

Définition 7.1.1 — Soit a € I. On dira que f est dérivable en a si et seulement si la
t —
fonction t — M a une limite dans F' quand t tend vers a (par valeurs différentes).
—a
Cette limite, si elle existe est appelée nombre dérivé de [ en a, noté f'(a).

si f est dérivable en a, alors f'(a) = }im M
—a —a

o
— Lorsque a € I, on dira que [ est dérivable a droite (resp a gauche) en a si et seulement
f(t) — f(a)
t—a
par valeurs inférieures). Cette limite, si elle existe est appelée dérivée de f a droite (resp
a gauche) en a et se note fy(a) (resp fy(a)) .

sit— a une limite dans F quand t tend vers a par valeurs supérieures (resp

Si f est dérivable a droite en a, alors fj(a) = lim f) — f(e)
t—a,t>a t—a
: f(t) = f(a) )
Remarque 7.1.2 Bien comprendre que dans romp— le numérateur f(t) — f(a) est un

1
vecteur, alors que t — a est un réel. Il s’agit d’une multiplication scalaire : ti(f(t) - f(a))

93
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Remarque 7.1.3 On ne parle pas de dérivée a droite (ou a gauche) lorsque a est borne de I.

R f dérivable a droite en a
Remarque 7.1.4 Lorsque a € I, f dérivable en a < f dérivable a gauche en a

fala) = fo(a)
Proposition 7.1.5 .
f dérivable en a de dérivée { < Ntel, f(t)= fla)+ ({t—a)l+ (t—a)e(t—a) et 11(1;11520 (e:J—F)
— Vhtga+hel, fla+h)= f(a)+ hl+ he(h) etli(r)nez()
= Vhtga+hel, fla+h)= f(a)+hl+og(h)

(ici e : J — F ou J est lintervalle I translaté de —a. )
car ...

Remarque 7.1.6 Si f vérifieVt € I, f(t) = f(a) + (t —a)l + (t — a)e(t — a) et li(l)ns =0, on

dit que f est différentiable en a.
Ainsi, pour f définie sur un intervalle I, f dérivable en a <= [ différentiable en a.

Conséquence 7.1.7 f dérivable en a = f continue en a.

Remarque 7.1.8 Donner un exemple montrant que la réciproque est fausse, i.e. une fonction
continue en un point mais non dérivable en ce point.

Exemple 7.1.9 Montrer que la fonction t — tsin(1/t) est prolongeable par continuité en 0,
mais que la fonction ainsi prolongée n’est pas dérivable en 0, et n’a ni dérivée a droite en 0 ni
dérivée a gauche en 0.

Interprétation géométrique : Supposons f continue au voisinage de a et dérivable en a. Pour
t)— f(a
t#a,si f(t) # f(a), le vecteur St = fla)

—a
les points f(t) et f(a).
Si f'(a) # 0, alors la droite A, = f(a) + Vect(f'(a)) est position limite des droites D; quand ¢
tend vers a. On dit que A, est la tangente & I’arc paramétré par ¢ — f(t) au point de parameétre
a.

est un vecteur directeur de la droite D; passant pas

n

Théoréme 7.1.10 Soit (e1,...,e,) une base de F. On peut écrire f = kaek ot les fi sont
k=1

les fonctions coordonnées de f, fr : I — K.

fr(a)ex

[ dérivable en a <= les fi sont dérivables en a, et alors f'(a) = Z
k=1

car ...
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Exemple 7.1.11 — Une fonction a valeurs dans C est dérivable en a si et seulement sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

— Soit f 1t — ( Cctg)) 223 ) ot a,b,c,d: I — K. f est dérivable en ty <= a,b,c,d sont

’ /
dérivables en ty et alors f'(tg) = ( Z/EIO; Z/((iog >
0 0

7.1.2 Fonction dérivée

Définition 7.1.12 Si f est dérivable en tout point de I, on définit sur I sa fonction dérivée
par :t — f'(t)
Par récurrence on peut définir, si elles existent, les dérivées successives de f : ', 2, ) ete.

Notation 7.1.13 On notera D(I, F) I’ensemble des fonction dérivables sur I, et D*(I, F) l’en-
semble des fonctions k fois dérivables sur I.

n

Proposition 7.1.14 Soit (eq,...,e,) une base de F. On peut écrire f = kaek ot les fi, sont
k=1

les fonctions coordonnées de f, fr : I — K.

f dérivable sur I <= les f sont dérivables sur I et alors ' = Zf,gek
k=1

C’est le théoréme 7.1.10

Théoréme 7.1.15 Soit f : I — F dérivable sur I.

f est constante sur I <= f' =0 sur I i.e.

ACeF Voeel, fz)=C < f =0

Car ...
Insistons sur le fait que ce théoréme est vrai si I est un intervalle
. g 1sit>0 ,
Exemple 7.1.16 Soit f : R* — R définie par f : t — lsit<0 f n'est pas constante
-l st <

sur R* mais pourtant ¥t € R*, f'(t) = 0.

7.1.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme 7.1.17 Linéarité
f,g dérivables en a. VA, € K, M\f + ug est dérivable en a et (A\f + pg)'(a) = Af'(a) + pg'(a)
En d’autres termes, l'ensemble D,(I, F) des fonctions dérivables en a est un espace vectoriel, et

) Do(I,F) — F(I,F) o
Uapplication , est linéaire.
f — f'(a)

Car ... (revenir a la différentiabilité)

D(I,F) — F(,F)

Conséquence 7.1.18 D(I, F) est un espace vectoriel et l’application {f r est
%

linéaire.
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Théoréme 7.1.19 Dérivation du produit d’une fonction vectorielle par une fonction
numeérique

Soit f: I — F etp:I— K deux fonctions dérivables en a € 1. Alors la fonction of : I — F
est dérivable en a et (¢f) (a) = ¢'(a)f(a) + ¢(a)f'(a)

Revenir & la différentiabilité.

Théoréme 7.1.20 Soit f: 1 — F,ue L(F,G),acI.
f dérivable en a = uof dérivable en a et (uof) (a) = uof’(a).
Car ... (encore la différentiabilité)
R — R? R? — R?
et u :
t = (%) (z,y) — (z+y,20—4y)
rifier que (uof)'(1) = uof’(1).
Théoréme 7.1.22 Composition d’une fonction numérique a valeurs dans R avec une
fonction vectorielle.
Soit ¢ : I — R dérivable en a € I.

Soit f : J — F dérivable en ¢(a), avec J intervalle et p(I) C J.
Alors fop est dérivable en a et (fop)'(a) = ¢'(a)f (p(a))

Exemple 7.1.21 f: . Ezprimer uof et vé-

Remarquons que dans ¢'(a)f'(¢(a)), ¢'(a) est un réel et f'(¢(a)) est un vecteur de F, cette
multiplication est donc une multiplication scalaire.
Démonstration : ...

Théoréme 7.1.23 Dérivation d’une forme bilinéaire de fonctions.
Soit ® : F x F — G une application bilinéaire (F de dimension finie, donc ® est continue)
Soit f,g: 1 — F dérivables en a € I.

alors H : {f G est dérivable en a et H'(a) = ®(f'(a),g(a)) + ®(f(a), g (a)).

— ®(f(t),9(t))
Car ...

Remarque 7.1.24 Plagons nous dans le cas ou F = R. soit ® : (z,y) = zy. O est bilinéaire.
Alors pour f et g fonctions de I dans R dérivables en a, on retrouve le théoréme sur la dérivée
de fg en a. Le vérifier.

Application 7.1.25 Si I’ est un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire noté < .,. >
(bilinéaire).

Alors pour f et g dérivables en a, Uapplication t —< f(t),g(t) > est dérivable en a de dérivée
ena : < f'(a),g(a) >+ < f(a),g'(a) >.

Pour f et g dérivables sur I, < f,g >'=< f'.g>+ < f, ¢ >

Conséquence 7.1.26 Soit F' est un espace préhilbertien et f : I — F dérivable sur I, alors
Vapplication || f||* est dérivable sur I et (||f]°) =2 < f, ' >.

Par exemple, soit ¢ : I — F dérivable sur I et telle que ¥t € I, |le(t)]| = 1. Montrer que
Vi eI, e(t)Le(t).

Théoréme 7.1.27 Généralisation aux applications n-linéaires.
Soit ® : F™ — G une application n—linéaire.

Soit (fx)reqi,ny ta Yk € [1,n], fx: 1 — F est dérivable en a (a € I).
Alors H = ®(fy, ..., fn) est dérivable en a et

Hl(a’) = (I)(f{(a)> f2((l), ) fn(a’)) + (I>(f1(a)7 fé(a)7 HS] fn(a)) +o T+ q)(fl(a’)v [ fnfl(a’)’ f’I{L(a))
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Car ...
Conséquence 7.1.28 Dérivation d’un déterminant :
I (R . )
Soit A : = Ma(R) avec Vi, j, a;; : I — R dérivable sur I.
t = (aij(t))ijeqin?
I —-R =
Alors det(A) : est dérivable sur I et Vt € I, det(A Z
t  — det(A(t)) Pt
Ak est la fonction matricielle constituée des colonnes [Ch, ...,Cr_1,C}, Crt1,...,Cy] 0t C;j est la

iéme

j colonne de A.

R —R
Par exemple la fonction f : t2 3 a pour fonction dérivée :

t  —det 9

ot 4t —t
t — 2 £ + 3 ce qu’on peut aisément vérifier en explicitant ’expression
5 4t —t2 5t 4—2t quonp P P

de f

7.1.3.1 Cas des fonctions numériques : 2 rappels

Théoréme 7.1.29 o Soit f : I = K, a €1 tel que f(a) # 0. On suppose f dérivable en a.

1 1\’ ’
Alors — est dérivable en a et () (a) = — f2(a)
f ! f*(a)
e et donc si [ est dérivable sur I et ne s’annule pas sur I,
/ /
alors l est dérivable sur I et <1> = f2
f f f

Pour la preuve, voir le cours de Mpsi.

Théoréme 7.1.30 Soit f : I — J = f(I) continue, strictement monotone (donc bijective de I
sur J).

Soit a € I et f dérivable en a.

Alors f=1 est dérivable en b= f(a) <= f'(a) # 0 et alors

() (f(a) = f’ia) ie. (f71)' (b) =

ot
frof=1(b)

7.1.4 Fonctions de classe C*

Définition 7.1.31 Soit f: I — F et k € IN*.

e On dira que f est de classe C* sur I si et seulement si f admet une dérivée d’ordre k en tout
point de I et si f¥) : I — F est continue sur I.

e On note C*(I, F) l'ensemble des fonctions de classe C* sur I a valeurs dans F.

e On dira qu’une fonction est de classe C> sur I si et seulement si Yk € IN, f est de classe C*.
e On note C*°(I, F) l’ensemble des fonctions de classe C*° sur I & valeurs dans F.

Remarque 7.1.32 L’ezistence de f*) sous-entend celle de f’,f",...,f*~V, qui sont toutes
continues sur I car dérivables sur I.

Remarque 7.1.33 Pour montrer que f est C* sur I il suffit de montrer que f est dérivable a
tout ordre sur I.

Conséquence 7.1.34 .
Ce(I,F)C..cCHYI,F)cC¥I,F)C..CCYI,F)cC°I,F)=C(I,F)
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7.1.4.1 Algébre C"(I,K)
Théoréme 7.1.35 Formule de Leibniz

v € C™I,K),f € C"(I,F) = of € C"(I, F) et

n n

(o™ =3 (Z) o) k) = 3 (Z) ) )

k=0 k=0

11 faut étre capable de redémontrer ce théoréme (par récurrence).

Conséquence 7.1.36 C"(I,K) est une algébre.
car ...

Exemple 7.1.37 Donner la dérivée n*™ de t — (t3 — Tt?)e=2

7.1.4.2 Composition de fonctions de classe C"

Théoréme 7.1.38 [ et J deux intervalles de R et n € IN*.
Soit ¢ : [ — J de classe C™ sur I et soit f : J — F de classe C™ sur J. Alors foyp est de classe
C" sur 1.

La encore, par récurrence : ...

Remarque 7.1.39 Il n’y a pas de formule simple donnant Uexpression de (fop)™ en fonction
des dérivées de f et de .

R* — R*
Théoréme 7.1.40 La fonction ¢ : 1 est de classe C™ et
x —

T

1\ ™ n! ) )
Va # 0, (m) =(-1) sy (notation abusive)

7.2 Intégration sur un segment

Dans toute la suite E un evn de dimension finie.

7.2.1 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition 7.2.1 — Soit I un segment et f € F(I,E). On dira que f est continue par
morceauz sur I = [a,b] si et seulement si il existe une subdivision o = (ag = a, a1, ...,ap, =
b) avec ag < a1 < ... < a, telle que

la restriction de f a |ak, agt1[ est continue
Yk € [0,p — 1], f a une limite a droite dans E en ay,
f a une limite a gauche dans E en apy1

— Soit I un intervalle et f € F(I,E). On dira que f est continue par morceaux sur I si et
seulement si pour tout segment J C I, [ est continue par morceaux sur J.
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Notation 7.2.2 L’ensemble des fonctions continues par morceauz de I dans E se note CM(I, E).

Exemple 7.2.3 1. La fonction Partie Entiére E est continue par morceaur sur R.
1/z siz#0

0 ) 0 n’est pas continue par morceauz sur [0,1] car ...
st T =

2. La fonction x —

3. On considére la fonction f : x — x2FE(1/x). Est-elle prolongeable par continuité en 0 ? Est-elle
continue par morceauz sur Ry ¢

Remarque 7.2.4 — Si f est continue par morceaux sur un segment, alors elle a un nombre
fini de points de discontinuité sur ce segment
— Si f est continue par morceauz sur un intervalle non borné, il est possible que f ait une
infinité de points de discontinuité (voir la fonction Partie Entiére)

7.2.2 Intégration

Définition-théoréme 7.2.5 Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit f € F(I,E) avec I = [a,b] et a < b; on note (f1, ..., fn) les fonctions coordonnées de f dans
n

B ie Vtel, f(t)=> fe(t)er.
k=1

n b

Alors f e CM(I,E) < Vk, fr € CM(I,K) et le vecteur Z (/ fk> e est indépendant de
k=1 \"¢

la base B de E.

b
Ce vecteur se nomme intégrale sur [a,b] de f et se note/ f ou /f ou /f(t)dt
a I I

car ...

7.2.3 Propriétés

A partir des propriétés connues de I'intégrale d’une fonction définie sur un segment a valeurs
dans K on peut déduire les propriétés suivantes pour les fonctions du segment I & valeurs dans
E:

Théoréme 7.2.6 Linéarité Soit I un segment
CM(I,E) = FE

L’application I . /f est linéaire, i.e.
I

V.9 € CMLE), Va5, [(af+8g)=a [+5 [ g
I I I
Clair : on passe aux fonctions coordonnées.
b a a
Notation 7.2.7 Soit a,b € I Sia > b, / f désigne 7/ I, et/ f=0
a b a

Théoréme 7.2.8 Chasles : .
Avec ces notations, Va,b,c € I, Vf € CM(I, E), / f= / f +/ f
a a b
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Clair 14 aussi : on passe aux fonctions coordonnées.

Théoréme 7.2.9 Sommes de Riemann.
Soit f € C(I,E) et o = (ag, a1, ...,ap) une subdivision de I = [a,b], de pas constant. Alors

b n—1 b h—
S [ S

k=0 k=1

b—a
Le vecteur

n—1
Z f(ag) est parfois noté R, (f)

k=0

i f(ax) est parfois noté R} (f)

k=1

n

b—a
Le vecteur

n

Clair car on sait qu’une suite de E converge si et seulement si ses suites coordonnées convergent
et ...

Théoréme 7.2.10 Inégalité de la norme

Soit I un segment, f € CM(I,E) et ||.| une norme sur E. Alors, pour a < b,

[ 1)< [ s

En effet ...

7.2.4 Dérivation : intégrale fonction de sa borne supérieure

Définition 7.2.11 Soit I un intervalle et f € C(I,E). On appelle primitive de f sur I toute
fonction F : I — E qui est dérivable sur I et telle que F' = f.

Remarque 7.2.12 Une primitive de f est donc de classe C sur I
Proposition 7.2.13 F et G primitives de f sur | = 3C € E, F =C + G
Car (F — G) =0 et on applique 7.1.15

I —FE
Théoréme 7.2.14 Soit f : I — E continue surl eta € 1. Alors lapplication F : r
xr = f()dt
a

xr
est la primitive de f qui s’annule en a, et pour toute primitive G de f, / f@)dt = G(x) —G(a).
a

Car ...

Conséquence 7.2.15 Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur
cet intervalle.

Conséquence 7.2.16 Soit f € C(I,E) et a € I. Alors Uapplication x — / ft)dt est dérivable

sur I etVz € I, </ f(t)dt)l = f(x).
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Généralisation 7.2.17 Soit f € C(I,E) et a € I. Soit u: J — R dérivable sur lintervalle J
avec u(J) C I.

Alors G 1z — / f(t)dt est dérivable sur J et Va € J, G'(z) = v/ (x) x f(u(x))
car (théoréme de dérivation des fonctions composées) ...

x
Conséquence 7.2.18 Soit f € C}(I,E) et a € I. alorsVx € I, f(x) = f(a) —l—/ J(t)dt

car ...

R — M2(R) "
Exemple 7.2.19 Soit f : PN ( cost —sint ) . Pour x € R emprimer/ f)dte.
0

sint  cost

Exemple 7.2.20 Soit f € C°([0,1],R).

$2

On consideére la fonction g définie sur [0,1] par g(z) = / ft)dt. Justifier que g est bien définie,

0
montrer qu’elle est de classe C' sur [0,1] et pour x € [0, 1], déterminer ¢'(x) en fonction de f(z).

7.2.5 Intégration par partie et changement de variables

Théoréme 7.2.21 IPP Soit o : I - K etu:1 — E avec ¢ et u de classe Ct sur I.
b

b
Alors Va,b e I, / ¢ (t)u(t)dt = [p(t)u(t)]’ — / () (t)dt.

a

Utilise le théoréme 7.1.19 ...

Théoréme 7.2.22 Changement de variables : Cas des fonctions continues
Soit f € C(I,E) et ¢ : [a, B] — R de classe C* sur [, 8] avec p([ar, B]) C I. Alors

w(B) B
/ F(tydt = / fop(u)g (u)du
e(a) a

Car ...

Remarque 7.2.23 Dans la pratique, on pose t = p(u), d’ot dt = ¢'(u)du. Ne pas oublier de
changer les bornes d’intégration !

Remarque 7.2.24 La changement de variable affine t = a + (b — a)u permet de transformer
une intégrale sur [a,b] en une intégrale sur [0,1] :

b 1
/ f@dt=..=(b- a)/o fla+ (b—a)u)du

b
Exercice 7.2.25 Quel changement de variable affine simple permettrait de passer de / f(®)dt
a

a lintégrale d’une fonction sur [—1,1] ?
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Théoréme 7.2.26 Changement de variables pour les fonctions continues par mor-
ceau.

Soit f € CM(I,E), ¢ : [a,8] — R de classe C* sur [o, 8] et strictement monotone, telle que
pla) €I et p(B) € 1. Alors

w(B) B
/ F(t)dt = / Fou(t)e! (t)dt
e(a) o

L’hypothése de monotonie stricte permet d’affirmer que fop est continue par morceaux sur [, 3.
Alors ...

b+kT b
Exemple 7.2.27 Cas ou [ est T—périodique. Alors/ f :/ f
a+kT a

car ...

0 a
Exemple 7.2.28 Cas ou f est paire sur I centré en 0. Alors Va € 1, / f :/ f.
0

—a

a
Cas ou f est impaire sur I centré en 0. Alors Va € I, f=0
—a

car ...

7.3 Taylor

7.3.1 Rappel du théoréme des accroissements finis (TAF) : cas des
fonctions a valeurs dans R

Théoréme 7.3.1 Soit f : [a,b] = R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors

f(b) = f(a)

Je €la, b, —

= f'(c)
Voir la démonstration dans le cours de Mpsi.

Remarque 7.3.2 Ce théoréme n’est vrai que pour des fonctions a valeurs dans R. Pour des
fonctions a valeurs dans C il est faux comme le prouve l'exemple suivant :

R C , ,
Soit . - .- [ est de classe C* sur [0,27) et Vt € R, [f'(t) = ie™, donc |f'(t)| = |ie"| =1
—e
done Vt, f'(t) # 0, alors que f(0) — f(2w) = 0. La fonction f ne vérifie donc pas la conclusion
du TAF tout en en vérifiant les hypotheses sur [0, 27]..

Remarque 7.3.3 Rappelons que c’est ce théoréeme qui permet de prouver le théoréme vu en pre-
miére concernant les variations d’une fonction dérivable sur un intervalle I selon le signe de la
dérivée.

Rappeler ce théoréme :

Théoréme 7.3.4 Extremums locaux. .

Soit f: I — R dérivable sur I, et soit a € I
— f admet un extremum en a = f’(a) = 0.
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— f'(a) =0 et f’ change de signe en a => [ a un extremum local en a.

Car ...

Théoréme 7.3.5 Soit f :[a,b] = R et g: [a,b] = R continues sur [a,b], de classe C* sur ]a,b|
telles que |f'| < g’ sur]a,bl.

Alors | £(b) — f(@)] < lg(b) — g(a)].
Car :

b b
ler cas a < b. Alors |f(b) — f(a)] = < / () dt < / § (V)dt = g(b) — g(a)

/a ’ 1 (t)dt

7.3.2 Inégalité des accroissements finis : IAF

Théoréme 7.3.6 Soit f : [a,b] — E de classe C* sur [a,b] telle que IM > 0, Vt €]a, b, ||f'(t)]| <
M. Alors || f(b) — f(a)|| < M |b— al

Traitez le 2nd cas : a > b

Car ...

Conséquence 7.3.7 Soit f de classe C* sur I tqIM >0, Vt € I, ||f'(t)]| < M.
alors f est M — Lipschitzienne sur I

car ...

Remarque 7.3.8 Cette inéqgalité généralise aux fonctions a valeurs dans un ev de dimension
finie le TAF qui n’est vrai que pour les fonctions a valeurs dans R.

Théoréme 7.3.9 Soit f : [a,b] — E continue sur [a,b] et de classe C* par morceauz sur [a,b]
telle que IM > 0, ¥t € [a,8], I|//(OI < M. Alors |f(6) — f(a)ll < M Jb—a

i.e. IAF est encore vraie si f’ est seulement continue par morceaux sur [a, b]

En effet ...

Théoréme 7.3.10 Théoréme du prolongement C!

Soit f : [a,b] = E continue sur [a,b] sur [a,b] et dérivable sur |a,b].

f" a une limite £ € E en b => [ dérivable en b et f'(b) =L = lin}) f(x)
z—

Car ...

Corollaire 7.3.11 f: I — E et xg € I, continue sur I et dérivable sur I\ {zo}
lim f' = ¢ = f dérivable en zo, f'(x¢) =/{ et f continue en xg.
Zo

sinx

Exemple 7.3.12 Soit f : x — définie sur R*.

Montrer que f est prolongeable par continuité, et que la fonction ainsi prolongée est de classe C*
sur R.

Remarque 7.3.13 Il existe des fonctions f : I — E continue sur I et dérivable sur I et telles
que f' n’a pas de limite en xo, c’est a dire des fonctions dérivables sur I mais dont la dérivée
n’est pas continue sur I, comme en témoigne l’exemple suivant :
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2?sin(1/z)  siz#0
six=0
Montrer que f est continue sur R, dérivable sur R*
Montrer que f est dérivable en 0, et que [’ n’a pas de limite en 0

Exemple 7.3.14 f: 2 —

Corollaire 7.3.15 f de classe C* sur [a,b| telle que f et ses dérivées d’ordre inférieur ou égal
a k possédent toutes des limites en b dans E.
Alors f est k fois dérivable en b et de classe C* sur [a,b].

7.3.3 Formules de Taylor

Théoréme 7.3.16 Taylor avec reste intégral a l'ordre n.
Soit f : [a,b] — E de classe C" "' sur [a,b]. Alors

n —a k b _\n
1) =Y P e+ [T e

k!
k=0

Par récurrence. A Pordre 0 il s’agit du théoréme 7.2.18. Puis intégration par partie "judicieuse".

b
b—t)"
Remarque 7.3.17 Le terme / %f("“)(t)dt est appelé reste d’ordre n dans la formule
nl
et se note souwvent R,, . ¢
1l mesure ’erreur commise lorsqu’on remplace f(b) par Z (k) (a).

ATTENTION : Ce reste peut étre grand ....

2 2 5[;3

Exemple 7.3.18 On va montrer que Yo >0, x — 962 In(l1+z) <z— % + 3

1. Pour x > 0, appliquer (aprés justification) la formule de Taylor au rang 2 puis 3 a la
fonction f:t —1n(l+4t) sur [0, z]

2. En étudiant, pour © > 0 le signe de Ra(x) et de Rz(x), conclure.

Exemple 7.3.19 Appliquons la formule de Taylor a la fonction exp & l'ordre n sur [0, z].
" gk e =)™
VeeR, " =) — tdt
relr, e ];) il +/O ol e

T(x—t)" T —t)"
( ) eldt| < Max(1,e) udt = Max(1,e")
0 n! 0 n!
Par comparaison des suites géométriques et factorielles, on déduit

x _tn
Vz € R, lim /@n,)etdt‘zo
0 .
oo n

n—+00
Ceci nous permet de conclure que Vx € R, e* = Z —
n!
n=0

| |n+1

Pour x fixé, 1)

Conséquence 7.3.20 Inégalité de Taylor Lagrange
Soit f : [a,b] — E de classe C"1 sur [a,b] telle que IM,Vt € [a,b], || f"TV(t)|| < M. Alors

|b _ a|n+1
(n+1)!

X

Hf(b) -y O g
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Car ...

Remarque 7.3.21 Pour n = 0 on retrouve l’inégalité des accroissements finis.

Théoréme 7.3.22 Taylor Young : propriété locale
Soit : I — E, de classe C™ sur I, et soit a € I, alors f a un développement limité d’ordre n au

voisinage de a, i.e..

il existe une fonction ¢ telle que f(a+h) = Z —'f(k) (a) + h™e(h) et lim g(h) = 0.
=0 k! h—0

Car ...

Remarque 7.3.23 C’est un théoréme local : il n’a de sens que pour h voisin de 0, la seule chose
qu’on connait sur cette fonction ¢ est qu’elle a pour limite 0 en 0.

Théoréme 7.3.24 Intégration d’un Développement limité

Soit f: I — E continue sur I, et soit xo € I. On suppose que f admet un Développement Limité
d’ordre n au voisinage de xg (noté DL, (xq) ) :

f(x) =ao+a1(z —x0) + ... +an(x —20)" + (x — x0)"e(x — 20) €t 1ién5 =0, avec ag,...,an, € £
et € fonction a valeurs dans E.

Alors toute primitive F de f sur I admet un DL, 11(xg) :

_ 2 _ n+1
F(.’E) = F(.’Eo) + ao((L' - ICo) + alw + ...+ an% + (m — :[;O)nJrng(x — xo) et
limey = 0.
0
Car ...

Exemple 7.3.25 Ecrire le développement limité & Uordre n au voisinage de 0 de la fonction
Arctan.

7.4 Arcs paramétrés de classe C!

7.4.1 Généralités

I est un intervalle de R, et

FE un espace vectoriel de dimension 2 ou 3 sur R. F est muni du repére orthonormé (O; f, ;) si
n =2, ou (0;%’,5‘,12) sin=3.

Définition 7.4.1 e On appelle arc paramétré de classe C* (k > 1) sur E toute application de
classe C* définie sur un intervalle I de R a valeurs dans E.
I - FE
t— M(t)
e Le support (ou trajectoire) de l’arc paramétré est l'ensemble M(I) = {M(t)/t € I}
e Un arc est dit fermé lorsque I est un segment I = [a,b] et M(a) = M(b).

La fonction est souvent notée M :

Définition 7.4.2 Soit M : I — E un arc paramétré de classe C* sur I et soit tog € I
. . o S, =
On dira que le point M (to) est régulier si et seulement si M '(tg) # 0
—

On dira que le point M (to) est stationnaire si et seulement si M '(tg) = 0
On dira que ’arc est régulier si tous ses points sont réguliers
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7.4.2 Tangente en un point d’un arc régulier

Soit M un arc paramétré de classe C* défini sur I (k > 1), et soit to € I.
—_

On suppose qu’il existe un entier j tel que 1 < j < k et MU)(t) # 0. On note p le plus petit de
ces entiers.
Notons My, = M(to + h).

s pp ——— .
MMy, = — M™(to) +hP<i(h) avec lim &i(h) =0 (Taylor Young)
p! —
Donc, pour h tendant vers 0,
el || ———
] - 5 ]|
p!

et donc pour A voisin de 0, My # M.

| — N
Alors la droite (Mo, M},) (droite "sécante") qui a pour vecteur directeur %MOM;L a pour limite

—
M®)(tg)
% %
La droite My + Vect <M(p) (to) >, position limite de la droite sécante My + Vect (Mth> est

appelée tangente & ’arc paramétré au point M.
D’ou la définition/propriété suivante

Définition 7.4.3 On considére un arc paramétré M de classe C* . S’il existe un ty € I et si
on note p € [[1,k]] le plus petit entier supérieur a 1 tel que tel que M®)(ty) # 0 (si un tel entier

—
existe), alors la tangente a I’arc paramétré au point to est la droite My + Vect [ M) (ty)

—
C’est la position limite de la sécante My + Vect (MOMh> (0w My = M(to + h)) quand h tend
vers 0.

Proposition 7.4.4 Si l’arc est régulier, alors la courbe admet en tout point ty une tangente de

) s
vecteur directeur M’ (to)
Dans le cas ot E est de dimension 2, la tangente (T') au point régulier M (ty) a pour équation

M(z,y) € (T) —

Définition 7.4.5 Dans le cas ot E est de dimension 2, on appelle normale & l’arc paramétré
au point réqulier ty, la droite affine passant par ce point et orthogonale a la tangente en ce point.
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Dans toute ce chapitre F et F' désignent deux evn de dimension finie.

8.1 Suites de fonctions

8.1.1 Convergence simple

X —F
Définition 8.1.1 Soit X C F et (fn)nen une suite de fonctions f, : { )
x

— fu(x)
On dira que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction f : X — F si et
seulement si
Vz € X, la suite vectorielle (f,(z))nen converge vers f(x)

On écrira alors (f,) CVS vers f.

RY — R
Exemple 8.1.2 Pour n € IN*, soit f,, : < — %
T+ -
n

Alors la suite (f,) converge simplement vers la fonction f:x — —
x

Remarque 8.1.3 pour tout n € IN*, les fonctions f, sont bornées sur R, mais la fonction
limite f n’est pas bornée sur R .
Donc, dans le cas de la convergence simple, le fait que les fonctions f, sont toutes

107
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bornées sur X ne permet pas de conclure que la fonction limite sera elle aussi bornée
sur X.

0,1 — R
Exemple 8.1.4 f, : {[ Al
T — "
0,1] =R
La suite (fr)new converge simplement vers la fonction f : {0 si0<z<l1
x
1 siz=1

Remarque 8.1.5 Pour tout n € N, les fonctions f,, sont continues sur [0,1] mais la fonction
limite f n’est pas continue en 1.

Donc, dans le cas de la convergence simple, le fait que les fonctions f, sont toutes
continues sur X ne permet pas de conclure que la fonction limite sera elle aussi
continue sur X.

[0,1] =R

. 1
Exemple 8.1.6 Pour n € IN*, soit f, : n si0<z<-—
T — n
0 siz>z—oux=0
n

Montrer que la suite (f,)nen+ converge simplement vers une fonction f & déterminer.

1 1
Calculer/ fn et/ f. Comparer.
0 0

Remarque 8.1.7 Donc, dans le cas de la convergence simple, le fait que la suite de

fonctions f, converge vers f sur X ne permet pas de conclure que lim fn serait
n—oo
X
égale d/ f-
X

En résumé, la convergence simple d’une suite de fonctions (f,,) vers une fonction f
n’est pas un outil efficace pour déduire des propriétés de la fonction f a partir des
propriétés des fonctions f, .

8.1.2 Convergence uniforme

X —=F
= ful(z)

On dira que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la fonction f: X — F

Définition 8.1.8 Soit X C E et (fn)nen une suite de fonctions f, :

<= Ve>0,ANeN, Vn = N, Vz € X, | fu(z) — f(2)|| < ¢

— lim_Sup||fu(z) - f(z)]| =0

n—+00 zex

On dit aussi que f est la limite uniforme de la suite (f,)

Remarque 8.1.9 (f,) converge uniformément vers f sur X = la suite (f, — f) est bornée sur
X.

clair
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Proposition 8.1.10 (f,) converge uniformément vers f = (f,) converge simplement vers f.

clair

ATTENTION : la réciproque est fausse, comme on va le voir.

Remarque 8.1.11 Cette propriété est utile quand on veut étudier la convergence uniforme d’une
suite de fonctions :

— On commence par étudier la convergence simple, pour déterminer la fonction limite

— On étudie alors la suite de fonctions (f, — f).

Proposition 8.1.12 .

(fn) converge uniformément vers f <= F(an)nen € RY, Vo € X, ||fn(z) — f(2)| < an avec
lim o, = 0.

n

Car : pour le sens direct, la suite o, = (Sup ||fn(z) — f(z)]|)» satisfait bien les conditions sou-
reX

haitées.
Pour le sens réciproque, par hypothése la suite (Sup ||fn(x) — f(z)|])n est une suite de réels
zeX

positifs qui est majorée par la suite («,), donc cette suite converge vers 0. Cqfd.

Remarque 8.1.13 Il faut bien voir que la suite (o), est une suite de réels ne dépendant pas
de x

Remarque 8.1.14 Si on trouve une suite (x,), de points de X pour lesquels la suite (|| fn(zn) — f(zn)])n
ne converge pas vers 0, alors on conclut que la suite (f,) ne converge pas uniformément vers f.

Exemple 8.1.15 Soit f,, : © — «™ sur [0,1]. Montrons que cette suite de fonctions (pourtant
trés simple) ne converge pas uniformément sur [0, 1].
— Déterminer la limite simple f de cette suite de fonctions

— En considérant la suite (x,,) définie sur N* par x, = 1 — — montrer que la suite (f) ne
n

converge pas uniformément vers f.

Exemple 8.1.16 Soit f, : + — HL:I;Q Montrer que la suite (f,), converge uniformément
n2x
vers la fonction nulle sur R.
Exemple 8.1.17 Soit f,, : x — 1_’_% Montrer que la suite (f,)n ne converge pas uniformé-
n2x
ment sur R4.
. na3

Exemple 8.1.18 Soit f,, : 0 > ———

1+ na?

— Montrer que la suite (f,) converge simplement vers une fonction f a déterminer.
— Ftudier les variations de la fonction f, — f sur Ry.
— Qu’en conclure sur la convergence uniforme de la suite (f,)n sur Ry ¢ et sur R ¢

E le 8.1.19 S By —R

1. it fo -
xemple oit ni 9 —>ln(1—|—£)
n

— Montrer que la suite (f,), converge sur Ry simplement vers une fonction f a déterminer.
— Soit a > 0. Montrer que la suite (fy,), converge uniformément vers f sur [0, a]
— Montrer que la suite (f,), ne converge pas uniformément vers f sur R.

(n € IN*).
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Proposition 8.1.20 . Vn, f, est bornée sur X et (fn)n converge uniformément vers f sur
X = la fonction f est bornée sur X.

Car ...

en reprenant 'exemple 8.1.2, on peut conclure par contraposée que la suite (f,) ne convergeait
pas uniformément vers f.

8.1.3 Convergence uniforme sur tout compact

X —=F
Définition 8.1.21 Soit X C E et (fn)nen une suite de fonctions f, : { .
x

— fu(x)
On dira que la suite de fonctions (f,) converge uniformément vers la fonction f : X — F sur
tout compact de X

< VK compact de X, la suite (fnx)n des restrictions de fn a K,

converge uniformément sur K vers la restriction de f a K
<= VK compact de X, Ve >0, AN € N, Vn > N, Vo € K, ||fn(z) — f(2)] < ¢

= lim feullg | fn(z) = f(x)]| =0

Remarque 8.1.22 Important : On a vu dans l'exemple 8.1.18 qu’une fonction qui converge
uniformément sur tout compact de I ne converge pas forcément uniformément sur I

Proposition 8.1.23 Dans le cas de fonctions définies sur X C R, la convergence uniforme sur
tout compact équivaut a la convergence uniforme sur tout segment inclus dans X.

Car ...

0 - R
Exemple 8.1.24 Soit f, : [0, +oof . (neIN*).
— xen
— Déterminer la limite simple de la suite (f)n-
— Montrer que la suite (f)n ne converge pas uniformément sur [0, +0oo].

— Montrer que cette suite de fonctions converge uniformément sur tout compact de R .

-+ R
x\"* (n e IN*
. (7) ( )
n
— Déterminer la limite simple de la suite (fn)n-
— Montrer que la suite (fn)n ne converge pas uniformément sur |0, +ool.
— Montrer que cette suite de fonctions converge uniformément sur tout compact de |0, +ool.

0, +o0]
Exemple 8.1.25 Soit f, :
x

8.1.4 Opérations et convergence uniforme

Théoréme 8.1.26 .

(fn)n converge uniformément vers [ sur X (afn + Bgn)n converge uniformément
; p , a, e K =
(gn)n converge uniformément vers g sur X vers af + Bg sur X
car ...

MAIS

n)n converge uniformément vers f sur X nJn)n converge uniformément
g - g g
(gn)n converge uniformément vers g sur X vers fg sur X
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1 1
Exemple 8.1.27 Soit f,:x > x4+ — et g, :x — —
n n

— Montrer que les suites (fp,)n €t (gn)n convergent uniformément respectivement sur R vers
des fonctions f et g a déterminer.
— Montrer que la suite (fngn)n ne converge pas uniformément vers fg sur R.

Exercice 8.1.28 (Ce n'est pas un résultat de cours)

Vn les fonctions f, et g, sont bornées sur X _ { (fugn)n converge uniformément

(fn)n converge uniformément vers f sur X vers fg sur X

(gn)n converge uniformément vers g sur X

Théoréme 8.1.29 .
(fn)n converge uniformément vers f sur X } { (fn)n converge uniformément

(fn)n converge uniformément vers f sur'Y vers f sur X UY

Car ...

Conséquence 8.1.30 .
(fn)n converge uniformément sur [a, b

versf;xﬁ{f(x) stz #b

(fn)n converge uniformément vers f sur [a,b] } .
Lsizx=0

La suite vectorielle (f, (b)), converge vers ¢

Car ...

Ce théoréme se prolonge clairement sous la forme

Conséquence 8.1.31 .
(fn)n converge uniformément sur X
(fn)n converge uniformément vers f sur X \ {zo} } — - {f(x) si @ a0
vers f 1 x —

La suite vectorielle (f,(x0))n converge vers £ i
{ six=uxg

8.2 Continuité, double limite, intégrale sur un segment

8.2.1 Continuité

Théoréme 8.2.1 Soit X CE,a€ X, etVn, f,: X — F.
(fn)n converge uniformément vers f sur X

. = f continue en a
Vn, fn continue en a } f

car ...

Exemple 8.2.2 Reprenons l'exemple 8.1.4, la fonction limite f n’étant pas continue en 1, on
conclut par contraposée que la suite de fonctions (f,)n ne converge pas uniformément sur [0,1].

Conséquence 8.2.3 Importante :
(fn)n converge uniformément vers f sur X

. — f continue sur X
Vn, fn continue sur X } f

Clair.
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Théoréme 8.2.4 Cas de la convergence sur tout compact
(fn)n converge uniformément vers f sur tout compact de X

. = f continue sur X
Vn, fn continue sur X } f

Car ...

Remarque 8.2.5 La convergence uniforme sur tout compact de X de fonctions continues sur X
suffit a prouver la continuité de la fonction limite sur l’ensemble X tout entier, mais ne prouve
absolument pas la convergence uniforme sur X tout entier.

Conséquence 8.2.6 On suppose X compact. On sait que C(X, F) C B(X,F), ot B(X,F) est
un ev normé par la norme ||.||
Alors C(X, F) est un fermé de B(X, F).

car ...

8.2.2 Interversion de limites
0,1 — R

— "

Déterminons  lim (lim fn(a:)> et lim < lim fn(x))

Le probléme vient du fait suivant : considérons f, :

z—1 xz#1 \n—+00 n—+o0o \z—1 x#1
Que constate-t-on ?
En d’autres termes on ne peut pas "changer ’ordre des limites" sans précaution ...
Dans le cas de la convergence uniforme, on dispose du théoréme suivant :

Théoréme 8.2.7 Soit X C E,ac X

(fn)n CVU vers f sur X } La suite vectorielle (¢,,),, converge et
Vn, lim f,(z)=4¢, € F i i = 1 ( ): i
x_’af ( ) 21:1151 <nll>r}rloo fn(l')) nEIJIrloo all—r)x}z fn(x) nll}lloo gn

Démonstration non exigible.

Généralisation 8.2.8 Cas des limites infinies
Vn, fn:la,b[— R

(fn)n CVU vers f sur[a,b] § — lim flx) =400
vn, lin%) fn(z) = 400 w=b
z—

8.2.3 Intégration d’une limite uniforme sur un segment
On a vu dans ’exemple 8.1.6 que si la suite de fonctions (f,), converge vers une fonction f

b b
sur [a,b], rien ne permet de penser que la suite des intégrales ( / fn)n convergerait vers / I
a a

Dans cet exemple, les fonctions n’étaient pas continues sur le segment, seulement continues par
morceaux. Donnons un exemple avec des fonctions continues.

Exemple 8.2.9 Soit f, fonction définie sur [0,1] par f,(0) = fn.(2/n) =0, fu(l/n) =n, fn
affine sur [0,1/n] et sur [1/n,2/n], enfin f, nulle sur [2/n,1].

— Construire sa courbe représentative.

— Montrer que la suite (fy,)n converge simplement sur [0, 1] vers une fonction f & déterminer.
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1 1
— C’alculer/ fn et/ f.
0, 0

1
— La suite (/ fn)n converge-t-elle vers/ fe
0 0

Dans le cas de la convergence uniforme sur un segment, les choses s’arrangent :

Théoréme 8.2.10 Soit Vn, f,:[a,b] = F des fonctzons continues sur [a,b].

(Fa)n CVU vers f sur [a,b] — lim / f = / / lim £,

n——+00 n——+00

Car ...

Corollaire 8.2.11 Primitivation

Soit (on)n une suite de fonctions définies et continues sur un intervalle I de R a valeurs dans
F. Soitacl.
On suppose que (¢n)n converge uniformément sur tout segment de I vers une fonction .
x xT
On pose @, : © — / on(t)dt et © :x — / p(t)dt

a a
Alors, la suite (9,,),, converge simplement vers ® sur I, et la convergence est uniforme sur tout

segment de I.

Car ...

8.2.4 Dérivation d’une suite de fonctions

Préambule : malheureusement, pour la dérivation, la CVU des fonctions & dériver ne suffit pas.

(fn)n CVU vers f sur [
Vn, f, dérivable sur I

} # f dérivable sur I, comme le montre I’exemple ci dessous
1
Exemple 8.2.12 Soit f,, définie sur [—1,1] par Vz € [-1,1], fn(z)=1/2?+ —.
n

— Montrer que la suite (f), CVU sur [—1,1] vers une fonction f & déterminer.
— Vn, fn, est dérivable sur [—1,1]. Qu’en est-il de f ?

Théoréme 8.2.13 Soit (f,), une suite de fonctions de classe C1 sur Uintervalle I a valeurs
dans F.

On suppose que (fn)n converge SIMPLEMENT vers une fonction f sur I

On suppose que la suite des DERIVEES (f),, CVU sur tout segment de I vers une fonction g
Alors

1. (fu)n CVU vers f sur tout segment de I,
2. f est de classe C' sur I,

3. fl=gi.e (liqunfn)/ = hy{n(fé)

Car ...
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Corollaire 8.2.14 Soit (f,), une suite de fonctions de classe C? sur lintervalle I & valeurs
dans F (p > 1).

On suppose que Vk € [0,p], ( ék))n converge SIMPLEMENT sur I

On suppose que la suite ( 7(117))” CVU sur tout segment de I vers une fonction g

Alors
1. f=1limf, est de classe C? sur I et fP) =g,

2. Vk € [1,p], la suite (f,(Lk))n CVU sur tout segment de I vers f*),

Car : récurrence sur p

Conséquence 8.2.15 Soit Vn, f, € C*(I, F) telles que
— La suite (fn)n CVS sur I,

— Vk € IN*, (fw(zk))n CVU sur tout segment de I
alors, la fonction f = lim f,, est de classe C™ sur I et Vk € N, la suite ( ,(Ik))n CVU sur tout

segment de I vers f),

Car ...

8.3 Convergence uniforme et normale d’une série de fonc-
tions

Rappel Etudier la série de terme général u,, € E c’est étudier la suite (S,,),, des sommes
n
partielles : S,, = Zuk.
k=0

De méme, I’étude de la suite de terme général u,, peut se ramener & I’étude de la série télescopique
de terme général v, = u, — up—1 (n = 1) et vy = ug.

L’étude des séries de fonctions va donc se ramener a I’étude des suites de fonctions. On va donc
traduire pour les séries les résultats déja vus pour les suites de fonctions.

8.3.1 Convergence uniforme d’une série de fonctions

Définition 8.3.1 Soit X C E et Vn, u, : X — F des fonctions.
Etudier la série de fonctions Zun c’est d’abord déterminer l’ensemble des x € X tq la série

vectorielle Zun(m) converge.
n
Y = F
+o00
n=0

On dit alors que la série de fonction Zun converge simplement sur Y wvers la fonction S.

n

Notons alors Y = {x € X/ Zun(x) CV}, alors on définit la fonction S :

Le probléme revient donc & étudier des séries vectorielles dépendant d’un paramétre x.

Exemple 8.3.2 Etudions la convergence simple des séries suivantes
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1. Zz” (z€C)
23— @eR)
— 1+ n2x?

3. Z "H (x € R)

n>1

(x €R)

n>1

Définition 8.3.3 Soit (u,), une suite de fonctions de X dans F. On dit que la série de fonc—
tions Zun (aussi notée Zun )) converge uniformément (CVU) sur X si et seulement si :

— Vm € X, Z un(x) converge

— la suite des sommes partielles (Sy,), CVU sur X

Conséquence 8.3.4 La série de fonctions Zun CVU sur X si et seulement si la suite des

n

restes (R,) CVU vers 0
Prouver que Zun ) CVU sur X c’est donc aussi majorer uniformément les suites (|| Ry, (z)|)n

par une suite (an)n ne dépendant pas de x et convergeant vers 0.

Car ...

Proposition 8.3.5 Zun CVU =>la suite de fonctions (uy), CVU vers la fonction nulle.
Car ...

Exemple 8.3.6 La série Zac” CV simplement sur [0,1] mais ne converge pas uniformément
sur [0, 1] (voir 8.1.4).

8.3.2 Convergence normale d’une série de fonctions

Définition 8.3.7 La série Zun(x) CV Normalement (CVN) sur X

Vn, la fonction u, est bornée sur X
— L. ..
la série positive E llunll o, converge

Ian)n suite réelle tq Sup ||u,(x)|| < ap
— zeX
Z ay, converge

Exemple 8.3.8 Soit f,, : x — Montrons que Z fn Converge normalement sur R

n2 + .’172 .
Théoréme 8.3.9 CVN — CVU

Car ...
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Conséquence 8.3.10 Pour prouver qu’une série CVU on commencera souvent par chercher
si elle CVN. Dans laffirmative, la CVU est assurée par ce théoréme. Si la convergence n’est
pas normale, il est encore possible que la série converge uniformément. Il faudra donc faire une
nouvelle étude en utilisant la propriété 8.3.4

En résumé | CVN = CVU = CVS

¢ T
Vo € X, Z up, () converge absolument (CVA).

Attention : toutes les réciproques sont fausses.

—nx

e
14 n2’

Exemple 8.3.11 Soit f,, définie sur Ry par f,(x) =

sur Ry.

Montrons que la série Z fn CVU

(=D

x2+n

— Montrer que Vx € R, Z fn(x) converge (la série de fonctions converge simplement)
n=1

— Montrer en utilisant TSA que la série Z fn CVU sur R.

Exemple 8.3.12 Soit f,, définie sur R par f,(z) =

— Montrer que la série g fn ne converge pas normalement sur R.

n

Définition 8.3.13 La série Zun(:ﬁ) CV Normalement (CVN) sur tout compact de X

VK compact de X,Vn, la fonction u, est bornée sur K
<~ L. L,
la série positive Z [unll g oo converge
VK compact de X, (g pn)n suite réelle tq Sup |un(2)|| < ak.n
= reK '
Z QK n CONVETYE

Théoréme 8.3.14 CVN sur tout compact — CVU sur tout compact.

8.3.3 Cas des séries alternées

Ce qui suit ne constitue pas un théoréme de cours, ce doit étre démontré chaque fois que
nécessaire. Il est néanmoins essentiel de ’avoir vu pour pouvoir 'utiliser si besoin est.

Soit (uy ), une suite de fonctions de X dans R;..

Supposons que Vz € X, la suite (u,(z)), décroit et tend vers 0. On sait (TSA) qu’alors la série
Z(—l)"un(x) converge, i.e. la série de fonctions Zun CVS sur X. La question qui se pose
n n

alors est celle de la convergence uniforme de la série E Up,.-

n
On sait que pour avoir CVU de la série il est nécessaire d’avoir CVU de la suite de fonctions
(voir la propriété 8.3.5)
Supposons donc que la suite de fonctions (u,), CVU vers 0 sur X.
Le TSA nous dit que pour tout = € X, le reste R, (x) d’ordre n de la série Z(—l)”un(x) vérifie
n

|R,(2)] < |ups1(2)|. Or la suite u,, convergeant uniformément, on déduit que
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Vo € X, [unt1(2)| < Jlunt |l o
Donc Vo € X, |R,(2)| < ||nt1]o- Or la suite (uy), CVU, donc

suite de fonctions (R,), CVU vers 0.
Finalement sous ces hypothéses on conclut que la série Z Uy, CVU sur X.

ETOO |n+1]l = 0 et donc la

8.4 Propriétés des séries de fonctions

8.4.1 Continuité et interversion des limites

Théoréme 8.4.1 Soit (uy,), une suite de fonctions de X dans F, soit a € X.

E uy, converge uniformément sur X g
" = la fonction E Uy continue en a
Vn, u, continue en a n=0

Il suffit d’appliquer le théoréme 8.2.1 a la suite de fonctions (.Sy, ).

Corollaire 8.4.2 .

uy, converge uniformément sur X e
n = la fonction Z Uy continue sur X
Vn, u, continue sur X n=0
Clair voir théoréme 8.2.3
Corollaire 8.4.3 .
Zun converge uniformément sur tout compact de X oo
” == Z Uy, continue sur X
Vn, u, continue sur X n=0
Clair voir théoréme 8.2.4
+o0 s
Exemple 8.4.4 Montrons que la fonction f :x — Z — est définie et continue sur R.
n!
n=0

Théoréme 8.4.5 Soit X C E, a € X et (u,), une suite de fonctions de X dans F.
La série vectorielle Zﬂn converge vers une limite ¢ et

Zun CVU sur X !

+o00
— Z un () a pour limite ¢ quand x tend vers a
n=0

Vo, lim uy(z) =4, € F

r—a —+o00 “+o00 +o0

e Jim > ) = Dl un(@) = 3
n=0 n=0 n=0

n
Exemple 8.4.6 On considére la série de fonctions Z (—1)”“%
nelN*

— Justifier que cette série converge sur | — 1,1[. On note S sa somme.

— Montrer que S est continue sur ] —1,1]

— Montrer que cette série converge uniformément sur [0, 1].

— Déterminer la limite de S en 1.

— Montrer que cette série ne converge pas uniformément sur | —1,0] (on pourra s’intéresser

aux limites en —1).
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T

Exemple 8.4.7 On considére la série Z PR
n?+zx

nelN*
— Montrer que cette série CVS sur R
— On va chercher si la série a une limite quand x — +oc.
il dt T

— Justifi / < </n _dt >0
ustifier : T x our .
n 2raz Sn2ya2 ), et ?
— En intégrant les membres gauche et droite de cette double inégalité, en déduire un

+oo —+oo
T . T
encadrement de E — 5 €t conclure sur lim E 5
—n +x w—>+oon1n +x

— Le théoréme sur l'interversion des limites est-il applicabje quand x tend vers +oo ¢

8.4.2 Intégration sur un segment

Théoréme 8.4.8 Soit Vn, u, : [a,b] = F des fonctions continues sur [a,b].
b [+ +oo b
Zun CVU sur [a,b] = / (Z un(t)> dt = Z (/ un(t)dt>.
n a 0 0 a

C’est le théoréme sur les suites de fonctions.
1 XX
Exemple 8.4.9 On sait que pour |t| < 1, 13- Z(—l)”t” (Rappeler pourquoi)
n=0

— Montrer que cette série CVU sur tout compact de ] —1,1].
— En déduire, pour |z| < 1, une écriture de In(1 + x) sour forme de série.
— Etudier la limite quand x tend vers 1, et conclure sur In(2)

8.4.3 Dérivation terme a terme d’une série

Théoréme 8.4.10 Soit (u,), une suite de fonctions de I dans F, telle que
— Vn, u, est de classe C' sur Uintervalle T

— Z u,, CVU sur tout segment de I
n

— g U, converge simplement sur I

n
alors

— S = Zun CVU sur tout segment de I,
— S est de classe C' sur I,
— Ve el, @)= Zu;(x)

Clair.

Corollaire 8.4.11 Soit (uy,), une suite de fonctions de I dans F, telle que
— Vn, u, est de classe CP sur l’intervalle I
— Vk € [0,p — 1], Zug‘) CVS sur I
n

— Z uP) CVU sur tout segment de I

alors
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+oo
— Vk € ]0,p], Zugf) CVU sur tout segment de I. Notons S = Zun,
0

— S est de classe CP sur I,

+oo
— Vke[0,p], Ve eI, SW(2) =3 ul(z)
n=0

Corollaire 8.4.12 Soit (uy,), une suite de fonctions de I dans F, telle que
— Vn, uy, est de classe C*° sur intervalle I

— Vk e NN, Zu;k) CVU sur tout segment de I

+oo
alors notons S = E Uy,

n=
— S est de classe C*° sur I et

o0
— VkeN, Vael, SM ()= Zugc)(x)
n=0

+oo
1
Exemple 8.4.13 FEtude de la fonction ¢ : v — Z — (fonction zeta de Riemann)
n
n=1
— Ensemble de définition D
— Montrer que cette fonction est de classe C' sur D
— Montrer que cette fonction est de classe CT°° sur D
Plus de questions en TD

8.4.4 Un exemple d’application

Dans tout ce paragraphe, A est une algébre normée de dimension finie d’élément unité 1, et
B désigne la boule ouverte unité de A.

+oo
Proposition 8.4.14 Va € A, |ja|]| <1 = 1— a est inversible dans A, d’inverse Za”
0
Déja vu Chapitre 4.4.3
. - B — A .
Proposition 8.4.15 L’application | est continue sur B
a —=(1—-a)”
Car ...
A —- A
Théoréme 8.4.16 — Notons exp Uapplication exp : X . Cette application est
a — Z ﬁ
0
définie et continue sur A
— Soit a € A.
) R —A
L’application e, : est de classe C*° sur R et, e, = a.e, = e4.a
t  — exp(ta)
Car ...

Plagons nous dans le cas ot A =R et ot a = 1.
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Alors e : t — exp(t). On vient de voir que exp(t) = lexp(t) = exp(t) Donc la fonction ici
désignée par exp vérifie la méme équation différentielle que la fonction ¢ — e* vue en Mpsi.

De plus, exp(0) = 1 = €°. Donc exp et t — ¢! vérifient la méme équation différentielle du premier
ordre, avec les mémes conditions initiales, donc

—+oo
Proposition 8.4.17 Vt € R, e! = exp(t) = Z

n=0

t’I’L
n!

Remarque 8.4.18 La définition de exp vue dans le théoréme 8.4.16 généralise a toute algébre
normeée la définition qu’on avait jusqu’a présent de la fonction exponentielle d’une variable réelle.

On peut donc par exemple parler d’exponentielle de matrices, comme on l’avait vu auparavant.

8.5 Approximations uniformes sur un segment des fonctions
d’une variable réelle

Théoréme 8.5.1 Approximation uniforme par des fonctions en escaliers
Soit f : [a,b] = F continue sur [a,b)].
Ve > 0,3¢. : [a,b] = F en escaliers tq Vx € [a,b], || f(z) — - (x)|| <€

Car ...

Conséquence 8.5.2 séquentielle

Soit f € C([a,b], F), I(pn)n suite des fonctions en escaliers sur [a,b] tq (pn)n CVU vers f sur
[a, b]

i.e. toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de fonctions en
escaliers sur ce segment.

Remarque 8.5.3 On voit a ce propos que la limite uniforme de fonctions non continues peut
tout a fait étre continue ...

Théoréme 8.5.4 Approximation par des polyndmes : théoréme de Weierstrass Soit
f:[a,b] = K continue sur [a,b]

Il existe une suite (P,), de K[X] telle que la suite des fonctions polynomiales associées CVU
vers f sur [a,b]

Démonstration non exigible.

Remarque 8.5.5 Ces deux théorémes d’approzimations supposent que la fonction approzimée
est continue sur un segment.

b
Exemple 8.5.6 Soit [ : [a,b] — R continue et telle que ¥n € N, / x" f(z)dx = 0. Montrons
que f =0. ‘
b
— Montrer que VP € R[X], / Pf=0.

a
— En considérant la suite (P,,),, du théoréme de Weierstrass, montrer que la suite de fonction

(Pof)n CVU vers f? sur [a,b)].
b
— Montrer que / f? =0 et conclure.
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9.1 Introduction et convergence

9.1.1 Définitions

Définition 9.1.1 On appelle série entiére toute série de fonctions de terme général a,z" avec
(an)n € CN et 2z € C.

ag est appelé terme constant de la série

an est appelé coefficient d’ordre n

Si on restreint la série 4 z € R, alors on la notera plutot Zanx" ou Zant"

Remarque 9.1.2 Les sommes partielles d’une série entiére sont des polynéomes (fonctions po-
lynomiales)
n

Remarque 9.1.3 Si on note S, le polynome S,, = Z arX®, alors Sy, = Sp_1 + ap X"
0

ZTL
Exemple 9.1.4 — Z — est une série entiére, dont la somme est e*.
n!

— Zz" est une série entiére, dont la somme pour |z| <1 est égale 1

n

— E b, 22" est aussi une série entiére, car elle peut s’écrire E a,z" avec as, = b, et

n
a2n41 =10
— Tout polynome en z est une série entiére, dont les coefficients sont nuls o partir d’un
certain rang (quel est ce rang ?)

143z — 523 est la série Zanz" otag=1,a1=3,a2=0,a3=-5etVn>4,a, =0

121
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9.1.2 Lemme d’Abel

Théoréme 9.1.5 Soit Zanz" une série entiére.
S’il existe zg € C* tel que la suite (anzy), est bornée, alors
Vz € C, |z| < |20 = Zanz" converge absolument.

Car ...
Conséquence 9.1.6 — S’il existe zg € C tel que la série Zanz{f converge,
alors Vz, |z| < |z0| = Zanz" CVA.
— S’il existe zp € C tel que la série Zanz(’f diverge, alors ¥z, |z| > |z0| = Zanz" DV.
car ...

Cas particulier 9.1.7 .
Dans le cas d’une série réelle, Zanmg converge = Y €] — |zo|, |x0| [, Z apnz™ CV

9.2 Rayon de convergence

9.2.1 Rayon de convergence

Définition-théoréme 9.2.1 Soit Zanz” une série entiére.
On appelle rayon de convergence de cette série le nombre R € Ry U {+oo} défini par :

R = Sup{r € R4/ la suite (a,r"),, est bornée }
AlorsVz € C, |z2| < R= Zanz" converge absolument
VzeC,l|z| > R= Zanz" diverge grossiérement
car ...

Remarque 9.2.2 S Zanzg converge, alors R > |z|

car alors, la suite (an2§) converge vers 0, donc est bornée.

Remarque 9.2.3 Toute série entiére posséde un rayon de convergence.

Exemple 9.2.4 — Montrons que le rayon de convergence de la série Z %7: est +00
— Quel est le rayon de convergence de la série entiére Z 2" ? .
— Montrons que le rayon de convergence de la série Zn!z” est 0
— Montrons que le rayon de convergence de la série an" est 1.

— Déterminons le rayon de convergence de la série g (24 (=1)")="
— On a vu qu’un polyndme peut étre regardé comme une série entiére. Quel est alors son
rayon de convergence ¢

Corollaire 9.2.5 Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R.
— La suite (anzl)n est bornée = R > |zo].
— Zanzg ne converge pas absolument —> R < |zo|
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Exemple 9.2.6 Considérons la série Zsin(n)z".
— Pour |z] =1 alors la suite (sin(n)z™), est bornée, donc R > 1.
— Pour z =1 la série Zsin(n)z” c’est a dire la série Zsin(n) diverge : en effet la suite
(sin(n)), ne tend pas vers 0.
Car supposons que sin(n) — 0 alors vu que sin(n + 1) = sin(n) cos(1) + sin(1) cos(n), on
déduit que la suite (cos(n)),, tend vers 0. Montrer alors la contradiction.
Finalement le rayon de convergence de la série Zsin(n)z” est R =1.

Remarque 9.2.7 Dans la définition du rayon de convergence, le théoréme nous renseigne sur
les z tel que |z| # R (il y a des inégalités strictes). Le théoréme ne nous renseigne pas sur le
comportement de la série en z lorsque |z| = R.

Définition 9.2.8 Soit Zanz” une série entiere de rayon R. On appelle somme de la série
Uapplication
B(0,R) —C

+oo
z — g anz"
n=0

9.2.2 Disque ouvert de convergence

Définition 9.2.9 Soit Zanz” une série entiére de rayon de convergence R.
— On appelle disque ouvert de convergence I’ensemble B(0, R) = {z € C/ |z| < R}
Dans le cas réel, on parlera d’intervalle ouvert de convergence : | — R, R|.
vz € B(0,R), Zanz" converge absolument et Vz, |z| > R = Zanz" diverge
— Lorsque R € RY ie. (0 < R < +00), lensemble {z € C/|z| = R} est appelé cercle
d’incertitude, car le théoréeme 9.2.1 ne donne pas d’information sur la nature de la série
pour |z| = R.
Exemple 9.2.10 Ftudions le comportement des séries Zz", Z o et Z 3 sur le cercle
d’incertitude (on notera R le rayon de convergence).

— Cas de la série g z" : on sait que cette série converge si et seulement si |z| < 1. Donc

R =1 et la série diverge en tout point du cercle d’incertitude

— Cas de la série Z
titude.

z" .
— Cas de la série Z — : déterminer R. Ftudier le comportement de cette série pour z =1
n

z" . . o .
— © déterminer R, et étudier son comportement sur le cercle d’incer-
n

puis pour z = —1. (on peut démontrer mais ¢’est plus difficile que cette série converge sur
le cercle d’incertitude, sauf pour z =1).

Théoréme 9.2.11 Soit Zanz" une série entiére de rayon de convergence R.
— La série converge normalement sur tout disque fermé inclus dans le disque ouvert de
convergence : i.e. Vr, 0 <r < R = Zanz" CVN sur Bf(0,7).
— La série DV Grossiérement pour tout z tel que |z| > R.

Car ...
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Remarque 9.2.12 ATTENTION : la fait que la série CVN sur tout disque fermé inclus dans
le disque ouwvert de convergence n'implique pas qu’elle convergerait normalement sur le disque
ouvert de convergence : par exemple la série Z 2" ne CV pas normalement sur B(0,1) (rappeler
comment on le montre)

Conséquence 9.2.13 La somme d’une série entiére est continue sur le disque ouvert de conver-
gence.

Car ...

9.2.3 Détermination du rayon de convergence

Reégles de comparaison.
Soit Z anz" et Z b, 2" des séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Rj.

Proposition 9.2.14 Si Vn, |a,| < |b,| alors R, > Ry, et plus généralement, s’il existe C > 0
tel que Vn, |a,| < C|by| alors R, > Ry.

car ...

Proposition 9.2.15 Si a,, = O(b,) alors R, > Ry.
En particulier, a,, = o(b,) = R, > Ry

car ...
Proposition 9.2.16 Si |ay| ~ |by| alors R, = Ry.

car ...

Proposition 9.2.17 Les séries entiéres Zanz” et Znanz” ont méme rayon de convergence
car ...

Exemple 9.2.18 Déterminons les rayons de convergence des séries :

— Zm(ui) 2"

n>1
— Y (Vn+1-Vn)z"

— D+ (=1)")2"

Utilisation de la régle de D’Alembert

Théoréme 9.2.19 Rappel du théoréme de D’Alembert pour les séries positives :
Unp+1
=020

Soit (un)neN une suite a termes strictement positifs telle que lim
n

—l<1=) u, CV
—i{>1= Zun Diverge Grossiérement.

Appliquons ce théoréme aux séries entiéres :
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Théoréme 9.2.20 Soit Zanz” une série entiére telle que

AN, Y0 > N, an #0 et lim |2 = 0 e R,
n
1 1
alors le rayon R de cette série est R = — avec la convention — = +o0o0 et —— =0
14 0 400
car ...
n® +4n3 — 27n + 12
E le 9.2.21 — Déterminer 1 R de la séri "
xemple éterminer le rayon e la série Z 62 —93
— Plus généralement : soit P,Q des polynomes de C[X] non nuls. Montrer que le rayon de
: P(n)
convergence de la série z" est égal a 1.
2 Q)
ZTL
— Déterminer le rayon de convergence de la série Z 3
n>=1

Remarque 9.2.22 ATTENTION a ne pas faire dire a ce théoréme plus qu’il n’en dit :
An+41
427
la série entiére a quand méme un rayon de convergence, mais on ne pourra pas l’obtenir

par D’Alembert. (voir par exemple 9.2.6)

— (e théoréeme nous renseigne dans le cas ot lim existe. Si cette limite n’existe pas,

an+1

— Le fait qu’on connaisse le rayon R de la série ne signifie pas que aurait pour limite

n
1 . .
= (voir le méme exemple)

— Ne pas appliquer ce théoréme aux séries du type E an2?" ou E an 22"t ou ...
En effet ce sont certes des séries entiéres E apz" mais avec des o, qui s’annulent une

infinité de fois. Par exemple E an 2™ est la série entiére E apz” ot o, est nul sin est
impair et ao, = a,. La premiére hypothése du théoréme n’est donc pas satisfaite.

Exemple 9.2.23 Quel est le rayon de la série entiére 23"22” ?

9.2.4 Rayon de convergence et opérations algébriques

Définition 9.2.24 Opérations algébriques formelles

Soient Zanz” et anz" deux séries entiéres. On définit de facon formelle
— la somme de ces deux séries entiéres comme étant la série Z(an + bp)2"

— le produit de la série Zanz” par le scalaire A\ comme étant la série Z(Aan)z”
— le produit de Cauchy de ces deux séries comme étant la série entiére

Z (Z apbn_p> 2" = Z (Z an_qbq> 2"
n p=0 n q=0

Théoréme 9.2.25 Sommes et combinaisons linéaires
Soient E an, 2" et E bn2" deux séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry.

Alors
— VA € C%, la série Z()\an)z” a méme rayon de convergence que Zanz”.
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— La série somme Z(an—l—bn)z" a pour rayon de convergence R. qui vérifie R. > min(R,, Rp).
De plus,
— R, # Ry = R. = min(R,, Rp)
— Si R, = Ry il est possible que R. > R, = min(R,, Rp)

+oo +oo +oo
et Vz < min(Rg, Ry), Z(an +b,)2" = Z anz™ + Z b 2"
0 n=0 n=0
car ...
Exemple 9.2.26 — Z 2" et Z lz” ont pour rayon 1, et leur série somme Z(l + l)z"
n ’ n

a pour rayon 1 (o justifier)

1 1 1 1
_ Srq _ - n N — ng
Quel est la rayon des deuz séries E (n + n!) Z" et E < - + n!> 2"
Quel est le rayon de leur série somme ?
1
— lestl des d 7y E " et E —1+—=z"7
Quel est la rayon des deux séries A ( + 2n) z

Quel est le rayon de leur série somme ?

Théoréme 9.2.27 Produit de Cauchy
Soient Zanz” et anz" deuz séries entiéres de rayons de convergence respectifs R, et Ry.

n
Alors la série produit Z (Z apbnp> 2" a un rayon de convergence R. qui vérifie

n p=0

R. > min(Rq, Ryp).
+oo n —+oo +oo

Et Vz tel que |z| < min(Rq, Rp), Z <Z apbnp> 2" = (Z anz"> <Z bnz">
n=0 \p=0 n=0 n=0

car ...

Remarque 9.2.28 Contrairement a ce qui se passe pour les sommes de séries entiéres, on peut
avoir R, > min(R,, Ry) méme si R, # Ry.

Exemple 9.2.29 Prenons par exemple la série entiére Z z" de rayon 1 et la série entiere 1 — z

(polynéome donc série entiére) de rayon +oo.
— Montrons que le produit de Cauchy de ces deuz séries est la série constante égale a 1
— Donnons le rayon de cette série produit et comparer & min(Rg, Rp)

9.3 Propriétés de la somme d’une série entiére

9.3.1 Continuité

On a déja rencontré le théoréme

Théoréme 9.3.1 9.2.13 : La somme d’une série entiére est continue sur le disque ouvert de

convergence.
—+oo

i.e. la fonction z — Z anz" est continue sur B(0, R).

n=0
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9.3.2 DL,(0) de la somme

Théoréme 9.3.2 Soit Zanz” une série entiere de rayon R > 0 et de somme S.

Alors pour tout entier p, la fonction S admet un DL,(0) obtenu en tronguant au rang p la série
entiere, i.e. :

+00 p
Vz, |2| < R = Zakzk = Zakzk + o(2P).
k=0 k=0
car ...
+00 xk
Exemple 9.3.3 On sait que Vo € R, exp(x) = o o retrowve alors le DL, (0) de exp :
k=0
nok
xr L n
e’ = T + o(z™)
k=0
1 X 1
Exemple 9.3.4 On sait que Vz, |z| <1 = 15— sz. Donner alors le DL, (0) de ]
-z -z
k=0

—+oo —+oo
Théoréme 9.3.5 Si Ir > 0 tel que Vz tq |z] <, Zanz” = Z b, 2" alors ¥n, a, = b,

n=0 n=0

C’est simplement dit & un résultat de Mpsi : unicité d’un DL.

9.3.3 Dérivabilité de la somme

+oo
Théoréme 9.3.6 Soit S(x) = Z anx” la somme d’une série entiére de rayon R >0 (z € R).
n=0
alors
+oo
— la fonction S est dérivable sur | — R, R] et Vx €] — R, R[, S'(z) = Z na,z" "
n=1

— S est de classe C*™ sur | — R, R| et

“+oo
vp € IN7 Va E} - Ra R[7 S’(p)(x) = n(n — 1)(7’L —p+ l)anxn_p
n=p
S(n)(o) +00 S(")(O) .
— VneN, a, = — et donc, Vx €] — R, R[, S(z) = Z S

n=0

car ...

+oo
x

Exemple 9.3.7 Soit ¢ : © — E —- Cette série entiére est de rayon +oo, donc ¢ est C*° sur
n

n=0

R.

Montrer que Vx € R, ¢'(z) = ¢(z).

Déterminer ¢(0).

Montrer que ¢ est la fonction exp sur R (autre démonstration du résultat déja établi en ...)
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9.3.4 Intégrabilité

Théoréme 9.3.8 Soit Zanx" une série entiere de rayon R et de somme S.

n+1
Alors Vz t R, S(t)dt = n
ors Vz tq |z| < / Za T
i.e. YV tq |z| < R, / (Z a"t”> dt = Zan/ " dt
0 0 n=0 0

car ...

1 1
Exemple 9.3.9 On sait que Vo € R, (Arctanz) = ik ee )
+o0 —+oo
|| < 1= |-2?| <1 et donc (Arctanz) = Z(—xQ)" = Z(—l)":ﬁ%.
n=0 n=0

Cette série entiere est de rayon 1 (a justifier)

x +00
Alors, VY, |z] < 1= Arctanx = / (Arctant)'dt = / (—1)"t*"dt.
0

too 2n+1
x
Donc Vz tq |z| < 1, Arctan(z) = Z(—l)”
= 2n+1

9.4 Fonctions développables en séries entiéres sur un inter-
valle

Dans toute la suite, I désigne un intervalle de R

9.4.1 Généralités

Définition 9.4.1 Soitxg el et f: 1 — C.
On dira que [ est développable en série entiére (centrée) en xqo si et seulement si il existe une

série entiére Z anz" de rayon de convergence R > 0 et da > 0 tq

Ve el, |x—xo] < a= f(z Zanx—mo

On utilisera l'abréviation [ est DSE(Q?()) pour dire f développable en série entiére en xy. On
utilisera la méme abréviation pour parler du développement en série entiére de f en g, c’est a
dire pour désigner la série entiére.

Remarque 9.4.2 Comparons R et «

Remarque 9.4.3 [ est DSE(xg) <= la fonction h — f(xo + h) est DSE(0)
Par la suite on s’intéressera essentiellement auz DSE(0).

1
Exemple 9.4.4 f:z — T2 est DSE(0) car Vz €] — 1,1], Zw
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1
Remarque 9.4.5 f:xz — T est définie et de classe C*° sur R\ {1} mais Décriture f(z) =
-z
+oo
Z x™ n’est valable que pour |x| < 1

n=0

Exemple 9.4.6 On a déja rencontré d’autres fonctions DSE(0) :

+oo  n
. - x
— exp qui est DSE(0) sur R : Vz € R, €* = E,OH
oo g2+l
— Aret i est DSE(0 — L[ Ve €] - L[, Arctanz =Y (-1)"
rctan qui es (0) sur] [ :Vz €] [, Arctanx n:O( >2n+1

Proposition 9.4.7 Soit f : I — C une fonction développable en série entiére a ’origine (en 0).
Alors
— Ja >0, f est C® sur]|— a,ql.

— Vz €] — o, qf, Zf(n)

Voir le théoréme 9.3.6 ...

Exemple 9.4.8 La fonction © — |x| n’est donc pas développable en série entiére en 0.

Définition 9.4.9 Soit f : [ — R développable en série entiére en 0. La série entiére Z

(n)
10 ,
n!
est appelée série de Taylor (ou série de Mac Laurin) de [ en 0

Remarque 9.4.10 IMPORTANT : dans la proposition ci-dessus, il ne s’agit pas d’une équi-
valence. Il existe des fonctions f C>° sur I, dont la série de Taylor a un rayon de convergence
R > 0 mais dont la somme de la série de Taylor n'est pas égale a la fonction (sauf pour x =0).
voir l'exemple ci-dessous.

Exemple 9.4.11 Considérons f : x — e~ /3%,

— Montrer que f est prolongeable par continuité en 0, et que f est C> sur R*.

— Pourn € N, déterminer lim f(a:)
x—0 "

— En déduire que f(x) = o(z™) et donc, que [ admet pour tout n un DL, (0).

— Montrer 3(Py)i € RIX|N, Vk € N, Vz #0, f®)(z) = Pe(L)e™ e

— Déterminer une relation de récurrence sur les polynomes Pk et en déduire le degré dy, de
Py en fonction de k, ainsi que le coefficient dominant ay de Pj.

— En déduire Yk € IN, f(*) () a une limite finie & déterminer quand x tend vers 0. Qu’en
conclure sur f*)(0) ?

— En déduire que f est C*° sur R et donner sa série de Taylor en 0. Quel est le rayon de
cette série de Taylor ?

— Quels sont les réels x tels que f(x) est égal a la somme de sa série de Taylor en 0¥

Remarque 9.4.12 Cette fonction posséde pour tout entier n un DL, (0) mais elle n'est pas égale
G la somme de sa série de Taylor (voir théoréme 9.3.2)

Proposition 9.4.13 S'il existe, le développement en série entiére centré en 0 est unique.

car le théoréme nous donne la valeur des coefficients
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" sa série de Taylor.

Proposition 9.4.14 Soit f développable en série entiére en 0 et Zanx
— f paire = Vp, agpy1 =0

— f impaire = Vp, azp, =0

Car (unicité du DSE(0)) ...

9.4.2 CNS pour que f soit développable en série entiére en 0

Théoréme 9.4.15 .
da >0, f estC® sur] —a,qf
Vo €] —a,af, la suite (R,(x)), définie par

FM(0)

f développable en série entiére en (0 <— n
R, (x) = f(z) — Z I 2 CV vers 0 quand n tend vers +oo.
k=0 ’

car ...

Remarque 9.4.16 La formule de Taylor avec reste intégrale donne :

n o p(k) T ()P
k=0 0

n!

D’ou une autre écriture de ce théoréme.

Théoréme 9.4.17 .
da >0, f est C® sur|—a,qf

x —t n
f développable en série entiére en ( <~ Vo €] —a,af, la suite (/ (x')f(”"’l)(t)dt)
0 .

n nelN
CV vers 0

C’est ainsi qu’on avait démontré dans ’exemple 7.3.17 que exp est développable en série entiére
en 0 (sans employer alors cette formulation)

9.4.3 Obtention de développements en séries entiéres
9.4.3.1 Opérations

Proposition 9.4.18 Soient f,g des fonctions développables en séries entiéres en 0.

alors, f+g, \f (A€ C), fg sont développables en séries entiéres en 0. Les séries entiéres sont
obtenues par somme, produit par une constante, produit de cauchy des développements de f et
de g en 0

C’est clair : voir opérations sur les séries entiéres.

Ce théoréme est peu utilisé dans la pratique pour obtenir le DSE(0) d’un produit de fonctions.

Proposition 9.4.19 f développable en série entiére en 0. Alors ¥p € IN, f®) est développable
en série entiére en 0 et son dveloppement s’obtient en dérivant p fois celui de f.

Clair

Proposition 9.4.20 f développable en série entiére en 0. Alors ses primitives sont développables
en séries entiéres en 0, et leurs développements s’obtiennent en primitivant terme a terme le
développement de [ (attention aux constantes).
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Exemple 9.4.21 Donner le DSE(0) des fonctions ch , sh, cos et sin. .

Todt
Exemple 9.4.22 f:z — In(1 + ). On sait que f(z) = 41
0
Or on connait le développement de © — 3212 =) sur]—1,1[.
+oo "
Mont Vo €] —1,1], In(1 = —1)nt
ontrer que Y €] [, In(1+4 ) 7;1( ) -
+oo "
Montrer que cette série CVU sur [0,1]. En déduire Vx €] —1,1], In(1 +z) = Z(—l)"“—
n
n=1

Tout ceci suppose qu’on connait parfaitement les développements en séries entiéres des fonctions
usuelles, ainsi que leur rayon de convergence.

9.4.3.2 Utilisation d’une équation différentielle

Utilisable quand on sait que f est solution d’une équation différentielle & coefficients "simples"
(par exemple, polyndomes en x) et que f est l'unique solution de cette équation différentielle
satisfaisant certaines conditions initiales ... On cherche une série entiére solution de cette équation
différentielle sur un intervalle J. Dans ce cas on pourra conclure que sur cet intervalle J f a pour
développement la série entiére obtenue.

Exemple 9.4.23 Cherchons un DSE(0) de la fonction f :x — (1 + x)*. Dans le cas ot o € N
on sait faire (dire pourquoi ...)
Plagons nous dans le cas ot o ¢ . f est définie sur I =] — 1, +o0].
— pour x > 1, exprimer (1 + z)f'(x) en fonction de f(x) On en déduit que f est solution
d’une équation différentielle linéaire (E) a donner.
f est donc lunique solution de (E) satisfaisant f(0) = 1 (voir cours de Mpsi pour l'uni-

cité).
—+oo
— Cherchons une solution de (E) sous forme de série entiére. Posons donc S(x) = Z anx"”
n=0
cette solution sur ] — R, R[. Ecrire (14 x)S'(z) — aS(x) sous forme d'une série enticre.
+oo
En déduire que Z((n + Dan41 +na, — aay)z™ =0
n=0

— En déduire une relation de récurrence liant les termes de la suite (ay,)n, conjecturer alors

l’expression de a, en fonction de n et de ag.
+oo

— Déterminer le rayon de convergence de celte série Z anz™ et conclure sur le DSE(0) de

n=0

(1+a)°

9.4.3.3 Cas des fractions rationnelles

Remarque 9.4.24 Si f est une fonction rationnelle ayant pour pole 0, alors f n’est pas prolon-
geable par continuité en 0, donc n’est pas développable en série entiére en 0. Dans toute la suite
on supposera donc que f n’a pas pour pole 0.

ler cas : f a un unique poéle (non nul).

1 1 1
Soit Oet f1:z— = ==
oituz0et fi:z x—u u(®-1) ul—2
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x
f1 est développable en série entiére en 0 pour ‘f‘ < 1i.e. sur B(0,|ul).
u

1 X ey X1
Alors pour |z| < |u|, f(z) = - Z (ﬂ) =— Z W&U"
n=0 n=0
Soit f, : x — ﬁ avec p € IN*. Par produit de fonctions développables en séries en-
tiéres en 0, on sait que f, est développable en série entiére en 0 sur | — |u|, |u|[. Mais utiliser le

produit de Cauchy de séries pour obtenir ce développement est trop lourd, inenvisageable (sauf
peut-étre pour p = 2).
(—1)P~1(p - 1)!

En dérivant p — 1 fois la fonction f; on obtient : fl(pfl)(x) = ( G - et donc
r—u

=P
fo(z) = W 1 (z).

En dérivant p — 1 fois le développement de f; on obtiendra donc le développement de f,.
(=1)”

xr\ P
On aurait pu aussi écrire f,(z) = > (1 - —) et utiliser le développement de (1 + z)*.
u u

2nd cas : f a plusieurs poles non nuls

f a pour poles uy, ..., u,. Les éléments simples correspondant au pole u; sont développables en
séries entiéres sur | — |ug|, |ux|[ (vu au dessus).

Notons alors R = min {|ug| /k € [1,r]}, on déduit le

Théoréme 9.4.25 Toute fonction rationnelle f n’ayant pas pour pdle 0 est développable en série
entiere en 0 sur | — R, R[ ot R = min {|ug| /ux décrit ’ensemble des poles de f}

1
(x — 1)(x —2)2"
— Décomposons [ en éléments simples.
— Donner le développement en série entiére de chacun des éléments simples ainsi que l’in-
tervalle de validité, et en déduire le développement de f sur un intervalle a préciser.

= n+3
On doit trowver f(x) = Z (—1 + 2"+2) a”.

n=0

Exemple 9.4.26 Soit f :z —

9.4.4 Quelques applications des DSE

Montrer qu’une fonction est C*
MT g #0
1 six=0
— Justifier que f est de classe C*° sur R* et que f est continue en 0.
— Montrer que f est dérivable en 0, de dérivée continue en 0. On en conclut que f est de
classe C' sur R
— Montrer que f est deux fois dérivable en 0, de dérivée continue en 0. On en conclut que
f est de classe C? sur R. Mais cette démarche est vraiment lourde, et on ne voit pas
comment la poursuivre pour montrer que [ est de classe C*° sur R.
— Par opérations sur les séries, montrer que pour x # 0, f(x) s’écrit comme somme d’une
série entiére. Vérifier que cette égalité est encore vraie pour x = 0.
On en conclut que f est développable en série entiére en 0. Sur quel intervalle ¢ Donner
la valeur de fP)(0) et retrouver la valeur de f'(0) et celle de f"(0) obtenue au-dessus.
— Conclure.

Exemple 9.4.27 Montrer que la fonction f:z — est de classe C*° sur R.
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Exemple 9.4.28 Généralisons l’'exemple du dessus :

@ -FO g
Soit f développable en série entiére en O et soit p : x — x

1'(0) sizx=0
En reprenant la démarche de la 4éme question ci dessus, montrer que p est C* sur un intervalle
I centré en 0.

Calcul des valeurs de certaines séries numériques

too (_1>n+1
E le 9.4.29 D l leur de A = —_—
xemple onner la valeur de ; —om
Justifier la convergence de cette série.
+o00 oo
On introduit la série entiére S(x) = Z(—l)"“—.

n
-
Apres avoir fait le lien entre A et S, donner la valeur de A.

Détermination d’une solution particuliére d’une équation différentielle 11 s’agit ici de
reprendre la démarche initiée en 9.4.3.2, dans le but de trouver une solution particuliére d’une
équation différentielle. Etape indispensable, comme on le verra plus tard, pour la résolution de
cette équa. diff.

Exemple 9.4.30 On va déterminer s’il existe une solution développable en série entiére en 0
solution de équation différentielle (E) : y" +xy' +y=0
400
— Montrer que si r — Z anT
n=0
0, an+ (n+2)aps2 =0
— Exprimer azy, en fonction de ag et azp1 en fonction de a;.
— Montrer qu’il existe une solution développable en série entiére de (E) vérifiant ag = 1 et
a; = 0.
— Reconnaitre cette solution particuliére, et donner Uintervalle sur lequel cette fonction est
solution.

" est solution de (E) sur un intervalle | — R, R, alors Vn >
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Chapitre 10

Espaces préhilbertiens réels
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10.1 Produit scalaire sur un espace vectoriel réel

Tous les espaces vectoriels de ce chapitre sont des espaces vectoriels réels.

10.1.1 Produit scalaire

Définition 10.1.1 Un produit scalaire sur l’espace vectoriel E est une application
¢ : Ex E— R vérifiant les propriétés suivantes :

plarry + azxe,y) = a1p(x1,y) + azp(x2,y)

1. Bilinéaire :Vay, a9, 51, B2 € R, Va,x1,22,y1,y2,y € E,
o(x, by + Bay2) = Bro(z, y1) + Ba(z,y2)

2. Symétrique : Vx,y € E, o(y,x) = ¢(x,y).
3. Définie positive : Yo € E, p(x,x) 20 etVe € E, ¢(z,2) =0= 2 =0.

Remarque 10.1.2 Alors, Vo # 0, ¢(z,z) > 0.
Proposition 10.1.3 Vz € E, ¢(x,0) = ¢(0,2) =0 et donc p(0,0) =0
car ...

Notation 10.1.4 Les notations usuelles pour représenter un produit scalaire sont : (x|y), ou
<ZT,y>ouzx-y ou...
Dans ce cours j'utiliserai essentiellement la notation < x,y >.

135
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Proposition 10.1.5 .
(/\k)1<k<n 6 R" V(ug)1<g<p € RP, Y(zk)1<k<n € E*, Y(y;)1<j<p € EP,

< ZAkxkyzﬂjyj >= ZZAkM < Tr,yj >
k=1j5=1

car ...

Exemple 10.1.6 — Sur R", le produit scalaire usuel :
n

Ve = (1,00, @n), VY = (Y1, ooy Yn), < T,y >= Zxkyk. Vérifions qu’il s’agit bien d’un
k=1
produit scalaire .

b
— SurC([a,b],R) aveca < b, < f,g >= / fg. Vérifier qu’il s’agit bien d’un produit scalaire

— Sur CM([a,b],R), < f,g >= / fg. Est-ce un produit scalaire ?

— Sur M,(R), < A, B>=tr(*AB). Montrer qu’il s’agit bien d’un produit scalaire .
— FE est lensemble des suites réelles (un)nen € RY telles que Zui converge.

Montrer que E et un espace vectoriel (déja vu) noté (?(R) et que Uapplication
+oo

v (u,v) = Z UpVy, est un produit scalaire .
n=0

Définition 10.1.7 Un espace préhilbertien réel est un R—espace vectoriel muni d’un produit
scalaire .
Un espace euclidien est un espace préhilbertien réel de dimension finie.

10.1.2 Norme et distance euclidienne

Théoréme 10.1.8 Inégalité de Cauchy-Schwarz. E un espace préhilbertien réel. Alors
Ve,y € B, |[<z,y> <<,z >/<y,y>
Il y a égalité si et seulement si x et y sont liés.

En effet ...

Définition-théoréme 10.1.9 L’application x — /< x,x > est une norme appelée norme eu-
clidienne associée au produit scalaire < . >.

car ...

ExFE —R
Conséquence 10.1.10 L’application est continue
(z,y) —=<mzy>

Déja vu au 6.3.44

Exemple 10.1.11 Reprenons les exemples 10.1.6

1. Sur R™, ||z||, = Zmi
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b
2. Sur C({a, 0] R), |fll, = / P20t

3. Sur M,(R), ||A]l, = /tr("AA)
“+oo

4. Sur C(R), |lully = [ > ul
n=0

Conséquence 10.1.12 Soit E un espace préhilbertien réel, A C E et x € E. La distance eucli-
dienne de v a A est : d(x, A) = Inf {||lx — y|| /y € A}
10.1.3 Propriétés algébriques

o +ylI* = |2 + [yl + 2 < z,y >
Proposition 10.1.13 Vz,y € E,{ |z — y|* = ||z + [ly|* =2 < =,y >
2 2
<z4yz—y>=|z| — |y

car ...

Proposition 10.1.14 Identité de polarisation :

1 2 2
vaye B, <zy>=7 (le+yl’ — o —yl*).
car ...

Proposition 10.1.15 Identité du parallélogramme :
2 2 2 2
Vo,y € E, |le+yl” + llz —yll” = 2(ll=[" + [[yII")

10.2 Orthogonalité

Dans tout ce chapitre, E est un espace préhilbertien réel .

10.2.1 Orthogonalité

Définition 10.2.1 Soit z,y € E. On dit que x et y sont orthogonaux si et seulement si
<x,y >=0. On note x 1y.

Remarque 10.2.2 Cette définition est symétrique : zly <— ylx

Proposition 10.2.3 Théoréme de Pythagore :
. 2 2 2
Soit v,y € E. xly <= [lz+yl” = llz[” + [lyll

Proposition 10.2.4 Le seul vecteur orthogonal a tous les vecteurs de E est le vecteur nul, i.e. :
Va e E, Vz € E,alzr) = a=0.

car ...

Définition 10.2.5 Soit A C E. Onnote At = {y € E/Va € A,yla} ={y € E/Va € A,< a,y >=0}.
Cet ensemble s’appelle l’orthogonal de A.

Proposition 10.2.6 YA C E, Al est un sev de E.

car ...
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Cas particulier 10.2.7 {O}J‘ =FE et B+ = {0}
car ...

Définition 10.2.8 A,B € P(E). On dira que A et B sont orthogonauz si et seulement si
Ya € A,Vb € B, alb. On note ALB.

- B cC A+
Proposition 10.2.9 A et B orthogonaur <= L
ACB

car ...
Proposition 10.2.10 — ACB= B+ cAt

— At = (Vect(A)*

— Ac At
car ...

Exercice 10.2.11 Montrer que (AU B)* = At n B+,
En déduire pour A et B sev de E que (A+ B)* = At N Bt
Montrer que (AN B)* > A+ + B+

Exemple 10.2.12 Montrer que A+ = AL+
Remarque 10.2.13 Il n’y a pas nécessairement égalité dans A C A++.

Pour s’en convaincre, il suffit de choisir une partie A qui n’est pas un sev. Or on sait que A est
un sev, et donc aussi A++
Il n’y a pas nécessairement égalité dans A C A++ méme dans le cas ot A est un sev.

1
Exercice 10.2.14 Soit E = C([0, 1], R) muni du produit scalaire < f,g >= / fg- On considére
0

F Despace vectoriel des fonctions polynomiales sur [0, 1].

1. Soit f € F-. Justifier Uexistence d’une suite (¢n), € F™ telle que lim ¢, — f|| . = 0.

1
. / (fon — fz)‘ = 0. Qu’en conclure sur f ?
0

2. Montrer que lim
n—

3. En déduire F*, puis F+

4. Conclure

10.2.2 Orthogonal d’un sous-espace

Proposition 10.2.15 Si F est un sev de E alors F N F+ = {0}.

clair

Proposition 10.2.16 F1, ..., F, des sev orthogonauz deuz & deuz.
Alors la somme Fy + ... + F, est directe. On parle alors de somme directe orthogonale et on la

1 1L
note F1 © +... + ©F),

Rappeler ce que veut dire "la somme est directe".
Montrons alors la propriété.
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10.2.3 Familles orthogonales

Définition 10.2.17 Une famille F = (e;);c; de vecteurs de E est orthogonale si et seulement
St VZ,] S I, ) #] - eiJ_ej.

Une famille F = (e;);cr de vecteurs de E est orthonormale si et seulement si elle est orthogonale
etViel,|el =1.

Proposition 10.2.18 Une famille orthogonale de vecteurs tous non nuls est libre. En particulier
une famille orthonormale est libre.

car ...

Exemple 10.2.19 Pour n € IN, on pose ¢, : t — cos(nt) et s, : t — sin(nt).

Posons C' = (¢p)nen et S = ($p)nen-
27

Montrons que CUS est orthogonale dans C([0, 27], R) muni du produit scalaire < f,g >= fg.
0

P
Proposition 10.2.20 (u1, ...,u,) une famille orthogonale. Alors ||uy + ... + up||2 = Z [
k=1
car ...

10.2.4 Bases orthonormales (ou orthonormeées)

Définition 10.2.21 On dira qu’une famille (e;);cr est une base orthonormée si et seulement
8t :

— C’est une base

— Cette famille est orthogonale

— Chacun de ses vecteurs est normé.

Cette définition appelle 2 questions :
Existe-t-il de telles bases?
Quel est l'intérét de telles bases ?

Proposition 10.2.22 Si dim(E) =n et (e, ...,ey) est une base orthonormée de E,
n n n
pour x = Zxkek ety = Zyjej, alors < x,y >= Zziyi
k=1 j=1 i=1

car ...
Travailler dans une base orthonormée, nous raméne au produit scalaire usuel de R™.

Théoréme 10.2.23 Procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidt.
Soit E un espace préhilbertien réel et (ug)ren+ une famille libre de E.

Alors il existe une unique famille orthonormale (ex)ren+ telle que

Vi, Vect(ui,...,u;) = Vect(er,...,e;) et Vj, <ej,u; >>0.

Démonstration constructive :

Remarque 10.2.24 La famille ainsi construite dépend de l'ordre dans lequel on a écrit les
vecteurs uy.

Conséquence 10.2.25 Tout espace vectoriel euclidien (préhilbertien réel de dimension finie)
posséde une base orthonormée.
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1 1
Exemple 10.2.26 E = Ry[X]. Pour P,Q € E on pose < P,Q >= 5/ PQ.
-1
Justifier que < .,. > est un produit scalaire sur E.

Construire une base orthonormée de E a partir de la base canonique (1, X, X?).

Exemple 10.2.27 E = Ry[X].

Pour P,Q € E on pose < P,Q >= P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2).

Montrer que < .,. > est un produit scalaire sur E.

Construire une base orthonormée de E a partir de la base canonique (1, X, X?).

10.2.5 Coordonnées dans une base orthonormée

On vient de voir que dans une base orthonormée, le produit scalaire se raméne au produit
scalaire usuel dans R"™. Encore faut-il trouver les coordonnées d’un vecteur quelconque dans la
base orthonormée.

Théoréme 10.2.28 Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée B =
(e1,...,en) et soit € E.

n
Alors les coordonnées de x dans B sont les < x,ej, > i.e. x = Z < x,er > eg.
k=1
car ...
On obtient donc facilement ces coordonnées sans passer par la formule X = PX' qui nécessiterait
le calcul de P~1.

Conséquence 10.2.29 Soit B = (e, ..., e,) une base orthonormée de E.
n

n
Ve,y e B, <x,y>= Z <m e ><y,er > et ||:UH2 = Z <z, ep >2
k=1 k=1

Remarque 10.2.30 Importante Si X et Y sont les matrices colonnes des coordonnées des
vecteurs x et y dans une base orthonormée, alors

<zy>=XY et |z’ = X.X

10.3 Projections orthogonales sur un sev de dimension finie

10.3.1 Généralités

On a vu que si F est un espace préhilbertien réel et F un sev de E, alors F et F- ne sont pas
nécessairement supplémentaires , ce qui pose un probléme pour définir la projection orthogonale
sur F.

Dans toute la suite on va se limiter au cas ou F est de dimension finie.

Théoréme 10.3.1 E un espace préhilbertien réel et F' un sev de E avec ' de dimension

finie.
Alors F et F+ sont supplémentaires : E = F @ F+

Car ...

Remarque 10.3.2 On vient de voir que si F' = Vect(ey,...,e,) 0t (e1,...,e,) est une base
orthonormée ds F alors

Vre E, x= Z < x,er > e+ 2 avec z € F+ et cette écriture est unique.
k=1

Conséquence 10.3.3 F de dimension finie = F+1+ = F
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10.3.2 Projection orthogonale sur un sev de dimension finie

Définition 10.3.4 E ev préhilbertien réel, F sev de dimension finie de E.
La projection sur F de direction F est appelée projection orthogonale sur F'

Théoréme 10.3.5 E ev préhilbertien réel, F' sev de dimension finie de E avec (eq,...,e,) base
orthonormée de F'.

n
La projection orthogonale p sur F' est caractérisée par : Vx € E, p(z) = Z <z, ep > eg.
k=1

Voir Remarque 10.3.2
Exemple 10.3.6 Soit E [’espace vectoriel des fonctions continues sur R et 2w périodiques. On
s
le munit du produit scalaire < f,g >= — fg
™ —T

Vérifier qu’on a bien ainsi défini un produit scalaire sur E.

Pour k € IN* on pose ey, : © — cos(kx). Montrer que la famille (ex)ren+ est une famille ortho-
normée sur E.

Soit f la fonction définie par Vo € [0, 7], f(x) = x et f paire et 27 périodique. Vérifier que f est
bien définie et est élément de E.

On pose F' = Vect(ey, ..., e,). Déterminer la projection orthogonale de f sur F.

Théoréme 10.3.7 E ev préhilbertien réel, F sev de dimension finie de E, on note pr la pro-
jection orthogonale sur F. Soit a € E. Alors

eVyeF, la—y| = lla—pr(a

e il y a égalité dans l'inégalité ci-dessus si et seulement si y = pp(a).

e d(a,F) = |la—pr(a)|

d(a, F+) = |lpr(a)|

et (Pythagore) |la||* = |lpr(a)|* + la — pr ()|

car ...
Interprétation géométrique :

Conséquence 10.3.8 Inégalités de Bessel : Soit (e, ...,e,) une famille orthonormale de E
etx € F.

n
alors ||| > Z <z ep >2
k=1

Exemple 10.3.9 Distance d’un vecteur a l’orthogonal d’une droite (hyperplan).

Soit a # 0 et F' = Vect(a). dim(F) =1 et donc F & F+ = E (voir thm 10.3.1)

Soit x € E. On sait que d(z, F) = ||z — pr(2)| et d(z, F1) = ||pr(z)|.

<za>

(e1) est une base orthonormée de F — pp(x) =< m,eq > e1 = W )
a

Soit e; = ﬁ.

Dot : si F = Vect(a) et x € E, alors d(x, F+) =
1

Exemple 10.3.10 Déterminons le minimum de / (t* — at — b)*dt quand (a,b) décrit R2.
0

1
Notons E = C°([0,1], R) muni du produit scalaire < f,g >= / fg. Soit F = Vect(1,t). F est
0
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de dimension 2. Soit, enfin, @ : t — t3.
La question revient a déterminer pr(p), ce qui donnera a et b et donc ensuite le minimum sera
lle — pr(e)*.
— 1ére méthode : trouver par Gramm-Schmidt une base orthonormée (e1,ez) de F. Alors
pr(p) =< @,e1 > e1+ < @,ea > ea. On en déduit ensuite a et b.
Mettre en oeuvre cette méthode.
— 2nde méthode : on cherche a et b tels que p — pr(p) € F*, c’est a dire chercher a et b
tels que < t3 —at —b,1 >=0 et < t> —at —b,t >= 0.
Mettre en oeuvre cette seconde méthode.

10.3.3 Projections orthogonales

Définition-théoréme 10.3.11 Soit p un projecteur.
On dira que p est un projecteur orthogonal <= Im(p) = Ker(p)*
< Ker(p) = Im(p)*
<  Im(p)LKer(p)

car ....

Théoréme 10.3.12 Soit p un projecteur.
p est un projecteur orthogonal <= Vz,y € E, <p(z),y >=<z,p(y) >
= Vz € B, |p(z)| <z

car ...

10.3.4 Matrice d’une projection

Soit, E espace vectoriel euclidien (donc de dimension finie) et B une base de E. Soit F un sev
de E. Comment trouver la matrice dans la base B de la projection orthogonale pg sur F.
— 1ére méthode : on détermine (eq, ..., e,) une base orthonormée de F.
T

Alors Vo € E, pp(x) = Z <z e > eg.
k=1

eF
— 2nde méthode : Pour x € E. y = pp(x) — {y N
y—zxzeF

Exemple 10.3.13 Dans R* muni du produit scalaire usuel. Soit s, = (1,0,1,1) etey = (0,1,1,0).
Soit F' = Vect(e1,e2). Donner la matrice de prp dans la base canonique de R*. On mettra en
oeuvre les deux méthodes.

10.4 Suites orthonormales de vecteurs d’un espace préhil-
bertien réel

10.4.1 Suites totales

Définition 10.4.1 Soit (ex)ren € E™ on E est un evn.

On dit que cette suite est totale <= [’espace Vect((er)ren) est dense dans E.

< Vz € E, Ve >0, Jy combinaison linéaire finie de vecteurs de (ex)ren tq ||y — x| < e
< Vx € E, il existe (x,)nen suite de vecteurs de Vect((er)ren) qui converge vers x.
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Remarque 10.4.2 Cette définition s’applique & tout espace vectoriel muni d’une norme. Dans
le cas d’un espace préhilbertien réel, la norme utilisée est la norme euclidienne.

Proposition 10.4.3 E un espace préhilbertien réel.
(ex)nen est une suite totale de vecteurs de E = Vect((ex)ren)™ = {0}.

car ...

Proposition 10.4.4 Si E est euclidien, une suite totale est génératrice.

10.4.2 Suite orthonormale totale

Définition 10.4.5 Soit E un espace préhilbertien réel.
Une suite (ex)ren € EN est une suite orthonormale totale si et seulement si c’est une famille
orthonormale et elle est totale.

Théoréme 10.4.6 Soit (ex)ren une famille orthonormale de E. Pour n € N, on note p, la
projection orthogonale sur Vect(eg, ..., ep).
La famille (ey)ren est totale si et seulement si Vo € E, la suite (pn(x))nen converge vers x.

Car ...

10.4.3 Exemples de suites de polynémes orthogonaux

Proposition 10.4.7 (Hors programme)
Soit E = C([a,b],R) et soit ¢ € E avec ¢ positive et ne s’annulant qu’en un nombre fini de
points de [a,b].

b
On pose pour f,g dans E, < f, g >:/ f@)g(®)p(t)dt. Alors

— <, > est un produit scalaire sur E
— Il existe 1 et 1 seule suite de polynomes (P,,) de polynémes unitaires, orthogonauz 2 a 2
et tq VYn, deg(P,) = n.
On les appelle polynomes orthogonaux associés a .

car ...

Remarque 10.4.8 Vect((P,)nen est ensemble des fonctions polynomiales sur [a, b].

Exemple 10.4.9 Polynomes de Legendre : a = —1, b =1, ¢ = 1. Alors la famille ¢, : t —
d’ﬂ
dt—n((t2 — 1)™) est famille orthogonale. Voir TD

Théoréme 10.4.10 Une suite de polynomes orthogonauz sur [a,b] est totale dans C([a,b],R).

Car ...
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Chapitre 11

Endomorphismes des espaces
euclidiens
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Dans toute la suite F désignera un espace vectoriel euclidien de dimension n.

11.1 TIsométries vectorielles

11.1.1 Groupe orthogonal

Définition 11.1.1 Soit u € L(E).

On dira que u est un automorphisme orthogonal (on dit aussi isométrie vectorielle) de E si et
seulement si u conserve la norme, i.e. Vo € E, |lu(z)|| = ||z]|.

L’ensemble des isoméiries vectorielles se note O(E).

Proposition 11.1.2 Un automorphisme orthogonal est bien un automorphisme ...
Car z € Ker(u) = u(z) =0 = |Ju(z)]| =0 = ||z|| =0 =2 = 0.

Théoréme 11.1.3 Soit u € L(E). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. uw € O(E), i.e. u conserve la norme
2. u conserve le produit scalaire , i.e. Vx,y € B, < u(z),u(y) >=< x,y >.

. L’image par u de toute base orthonormale est une base orthonormale

. Il existe B base orthormale de E tq si A= Matg(u) alors 'A.A =1I,.

3
4. Il existe B base orthormale de E dont l'image par u est une base orthonormale
5
6. Il existe B base orthormale de E tq si A = Matg(u) alors A.'A = 1,.

car ...

145
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Proposition 11.1.4 1. O(E) est un sous-groupe de GL(E), appelé groupe orthogonal.
2. Yu € O(F), |det(u)| = 1.

3. SO(E) = {u € O(E)/det(u) = 1} est un sous groupe de O(E) appelé groupe spécial ortho-
gonal, ou groupe des rotations vectorielles de E. Cet ensemble se note aussi O (E)

Car ...
Notation 11.1.5 L’ensemble O(E) \ SO(E) se note O~ (E) = {u € O(E)/det(u) = —1}

Exemple 11.1.6 Soit F un sev de E. On sait que E = F @ F~+.
Soit s la symétrie orthogonale par rapport 6 F. Alors s € O(E).

Car ...

Exemple 11.1.7 Soit F un sev de E distinct de E. On sait que E = F @ F+.
Soit p la projection orthogonale sur F. Alors p ¢ O(E), car p n’est pas bijective.

Exemple 11.1.8 Dim(E) = 2 et soit B = (i,j) une base orthonormée de E.
Soit uw € L(E) tq 30 € R, Matp(u) = cos(0)  —sin(6) Alors u € SO(E) car
’ B sin(d) cos(d) /-

11.1.2 Matrices orthogonales

Définition-théoréme 11.1.9 Soit A € M, (R). On dira que A est une matrice orthogonale si
et seulement si A vérifie une des propriétés ci-dessous équivalentes :

1. A€ GL,(R) et A= AL,
A =1,
UA=1I,

A est orthogonale

v e e

Les colonnes de A forment une famille orthonormale de R™ pour son produit scalaire usuel.
6. Les lignes de A forment une famille orthonormale de R™ pour son produit scalaire usuel.

L’ensemble des matrices orthogonales de taille n se note O(n).

car ...

Proposition 11.1.10 Soit B une base orthonormée de E. Soit u € L(E) et A= Matp(u).
ue O(F) < AcO(n)

car ...

1/3 —2/3 2/3
Exemple 11.1.11 Soit A= | 2/3 —-1/3 —=2/3 |. Cette matrice est-elle orthogonale ?
2/3 2/3  1/3

1/vV2 2/3 a
Exemple 11.1.12 Soit B = 0 1/3 b |. Déterminer a,b,c en sorte que B € O(3)

-1/vV2 2/3 ¢

Proposition 11.1.13 1. O(n) est un sous-groupe de GL,(R).
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2. A€ O(n) = |det(A)| = 1. (Réciproque fausse)

3. SO(n) = {A € O(n)/det(A) =1} est un sous-groupe de O(n) ; il est appelé groupe spécial
orthogonal d’ordre n. Cet ensemble se note aussi OV (n).
L’ensemble O(n) \ SO(n) se note O~ (n) = {A € O(n)/det(A) = —1}

Car ...

Proposition 11.1.14 Soit B une base orthonormale de E, et soit B’ une base de E.
Soit P la matrice de passage de B a B'.

B’ est orthonormale <= P € O(n)
car ...

1
Remarque 11.1.15 Soit M inversible, alors M ! = det () {com(M)).

1 _ com(M)
deiary (comi) = M=o

{ses colonnes forment une base orthonormale de R™ pour le produit scalaire usuel de R™

Done, M € O(n) < M =

Donc M € SO(n) <— . o
un de ses coefficients non nuls est égal 4 son cofacteur

/3 2/3 2/3

Exemple 11.1.16 Soit A = 2/3 1/3 —=2/3 |. Dire si A est dans SO(3).
—2/3 2/3 —1/3

11.1.3 Orientation de E

Définition 11.1.17 Orienter E c¢’est choisir (fizer) une base orthonormale By, qu’on appellera
directe.

Définition 11.1.18 Une orientation de l’espace étant fizée (par la donnée de By ).
Soit B’ une base orthonormale, et P la matrice de passage de By a B'. On dira que B’ est directe
si et seulement si P € SO(n). Sinon, on dira que B’ est indirecte.

Proposition 11.1.19 Une orientation de l’espace étant fizée (par la donnée de By).
Soit B' et B deux bases orthonormales; soit P la matrice de passage de B’ a B .
B’ et B"” ont la méme orientation si et seulement si P € SO(n).

car ...

11.1.4 Stabilité et orthogonalité
Théoréme 11.1.20 Soitu € O(E). Alors Spr(u) C {—1,1} et les sev propres sont orthogonaux

car ...

Conséquence 11.1.21 Soitu € O(E). u est diagonalisable si et seulement si u est une symétrie
vectorielle orthogonale.

En d’autres termes, les seuls automorphismes orthogonauz diagonalisables sont les symétries
orthogonales.

car ...
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Théoréme 11.1.22 Soit u € O(FE). Soit F un sev de E stable par u.

Alors F+ est stable par u et up € O(F) , upr € O(F*).

car ...

Théoréme 11.1.23 Soit u € O(E). Ker(u — id) et Im(u — id) sont des sev supplémentaires
orthogonaux.

car ...
Théoréme 11.1.24 Soit u € O(F). Ker(u —id) LKer(u +1id) .

car ...

11.1.5 Isométries vectorielles d’un plan euclidien
Dans ce paragraphe, Fs est de dimension 2.

Théoréme 11.1.25 Les éléments de O(2) sont :

sin(f)  cos(0)
0*(2)

. _( cos()  sin(0)
les matrices Sy = < sin(f) —008(9))

ce sont les éléments de O(2) \ SO(2

— les matrices Ry = ( cos(0)  —sin() ) pour 0 € R ; ce sont les éléments de SO(2) i.e.
> pour 8 € R ;
=07(2)

car ...

Corollaire 11.1.26 Soit u € SO(E5) et B une base orthonormale de Es.
Alors 30 € R, Matp(u) = Rp.
On dit que u est la rotation d’angle 6.

Conséquence 11.1.27 (S0O(2), x) est un groupe abélien.

Corollaire 11.1.28 Les éléments de O~ (Es) sont les endomorphismes dont la matrice dans une
base orthonormale est du type Sy.
Or un caleul simple montre que S = Io.

D’out la propriété

Proposition 11.1.29 Donc les éléments de O~ (E3) sont les symétries orthogonales par rapport
a une droite.

car ...
Proposition 11.1.30 Pour 0,0’ € R, RgRy = Ry Ry = Ry et donc R,' = R_.
Clair : calcul matriciel.

Conséquence 11.1.31 Soit u € SO(E»).
Alors 30 € R tq VB base orthonormale directe, Matp(u) = Ry.

f ne dépend pas de la base orthonormale directe.

Proposition 11.1.32 Soit u € SO(E2). u ¢ {id, —id} = u n’est pas diagonalisable, i.e. Ry
diagonalisable si et seulement si 6 =0 mod w
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car ...

Proposition 11.1.33 Soit u € SO(E>) et B une base orthonormée directe telle que
Matp(u) = Rg. Alors Vo #0, (x,u(z)) =60 mod 27

car ...

Proposition 11.1.34 Soit u € O~ (E3).

Alors u est diagonalisable, et 3B base orthonormale de Ey tq Matg(u) = < (1) _01 )

car ...

11.1.6 Réduction d’une isométrie vectorielle en base orthonormale

Théoréme 11.1.35 Soit u € L(E) et E un ev réel de dimension finie. Il existe une droite ou
un plan stable par u.

Car ...

Remarque 11.1.36 C’est un théoréeme qui est vrai méme si E n’est pas muni d’un produit
scalaire .

Théoreme 11.1.37 Réduction des isométries vectorielles
Soit E un espace euclidien de dimension n > 1 et soit u € O(F).
Il existe une base orthonormée de E, B, tq Matp(u) est une matrice diagonale par blocs :

P
o ' (0) —sin(0)
_ R(67) . _( cos —sin
Matg(u) ! . ot R(0) < sin(f)  cos(#) )
O .
R(65)
avec 0 Z0 mod 7, et p,qg, s EN tgp+qg+2s=n

Car ...

11.1.7 Produit vectoriel dans un espace vectoriel euclidien orienté de
dimension 3

Dans ce paragraphe, E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3.

Définition-théoréme 11.1.38 Soit x, vy, z trois vecteurs de E.
detp(x,y,z) ne dépend pas de la base B orthonormée directe choisie.
Ce déterminant s’appelle produit mizte des vecteurs x,y, z.

car ...

Définition-théoréme 11.1.39 Soit B une base orthonormée directe et x,y € E. Alors la € E
tqVz € E, detg(x,y,z) =< a,z >

Ce vecteur a s’appelle produit vectoriel de x par y et se note a = x N y.

Le vecteur x Ay ne dépend pas de la base orthonormée directe B choisie.

car ...
La démonstration permet de conclure aussi :
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Proposition 11.1.40 Soit B une base orthonormée directe, soit x,y vecteurs de E de matrices

Z1 Y1
colonnes des coordonnées dans B : X = | xo etY = | yo |. Alors le vecteur x Ny a pour

€T3 Y3

T2 Y2

r3 Y3

. . . _ T3 Y3
matrice colonne des coordonnées dans B : X NY = oy

1 Y

1 N

T2 Y2

Exemple 11.1.41 Soit x = (1,2,3) ety = (3,2,1) des vecteurs de R?, muni du produit scalaire
usuel. Déterminer x N vy.
Méme question avec z = (0,1,0) et y = (0,0, 1).

E? — F
Proposition 11.1.42 — L’application est bilinéaire.
(z,y) —zAy
— Elle est aussi antisymétrique, i.e. Vr,y, yANx =—x Ay

— a2 ANy=0 < =z ety sont liés.
— (zAy)Llx et (x Ay)Lly.

— Soit = (e1,e2,e3) une base orthonormée directe.
3 3

x:Zxkek ety:Zykek:>x/\y:
k=1 k=1

T2 Y2
r3 Y3

3 Ys
r1 Y1

1 Y

€1 +
T2 Y2

€92 + €3

Conséquence 11.1.43 Soit e; et es vecteurs de E normés et orthogonauz. Alors (e1,e2,e1Nes)
est une base orthonormée directe.

11.1.8 Groupe des rotations en dimension 3

F est de dimension 3 et orienté.

Théoréme 11.1.44 Soit u € SO(E).
Alors il existe une base orthonormée directe B = (e1, e, e3) et il existe un réel 0 tels que

Matg(u) = ( ; Jge )

Si u n'est pas Uidentité, on appelle aze de cette rotation la droite Ker(u — id) orientée par le
vecteur ey
Cet angle 0 est indépendant de la base orthonormée directe choisie. On Uappelle "angle"” de la
rotation u.

Car ...

Conséquence 11.1.45 Soit u € O(E).
u est un automorphisme orthogonal direct si et seulement si (u = id ou dim Ker(u —id) = 1)

car ...
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Remarque 11.1.46 Avec les notations du théoréme 11.1.44, 1+ 2cos(f) = tr(u). On connait
donc trés facilement la valeur absolue de l’angle 6.

1/3  2/3  2/3
Exemple 11.1.47 On reprend l'exemple 11.1.16 A = 2/3 1/3 -2/3

-2/3 2/3 —1/3
Déterminer ’axze orienté et l’angle de la rotation u.

0 1 0
Exemple 11.1.48 Méme question avec B= | —1/2 0 /3/2
Vv3/2 0 1/2

11.2 Endomorphismes symétriques

11.2.1 Généralités

Définition 11.2.1 Soit u € L(E).
On dira que u est symétrique si et seulement si Vr,y € E, < z,u(y) >=< u(x),y >
On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques

Proposition 11.2.2 S(E) est un sev de L(E)

Faites le.

Exemple 11.2.3 Les symétries orthogonales sont des endomorphismes symétriques car ...

Exemple 11.2.4 Les projections orthogonales sont des endomorphismes symétriques

Exemple 11.2.5 E = M,,(R) muni du produit scalaire < A, B >= tr('A.B)
alors Vapplication A — A est symétrique.

11.2.2 Matrices symétriques

Définition 11.2.6 (Rappel)
Soit A € M,,(R). On dit que A est symétrique si et seulement si ‘A = A.
On note Sy, (R) U'ensemble des matrices symétriques de M, (R).

Proposition 11.2.7 (Rappel)

1
Sn(IR) est un sev de M71(R) de dimension M

2
Théoréme 11.2.8 Soit B une base orthonormée de E et u € L(E), A = Matg(u).
u€S(E) < AecS,(R)

car ...
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11.2.3 Stabilité, orthogonalité

Théoréme 11.2.9 Soit u € S(E) et F un sev de E.
F est stable par u = F* est stable par u, et ujp € S(F) et up. € S(F*).

Car ...

Théoréme 11.2.10 Soit u € S(E).
Im(u) et Ker(u) sont supplémentaires orthogonauz, i.e. E = Im(u)® Ker(u) et Im(u) LKer(u)

Car ...

Théoréme 11.2.11 Soit u € S(E).
Les sev propres de u sont en somme directe et sont orthogonauzx deur a deux.

Car ...

11.2.4 Le théoréme spectral

Théoréme 11.2.12 Soit u € S(E).
Son polyndome caractéristique est scindé sur R.

Car : soit B une base orthonormée de F et A = Matg(u). On sait que x4 est scindé sur C.

Soit A € C une valeur propre de u sur C et X vecteur propre complexe associé a A, donc X # 0
AX =) X = XAX = \XX (1).

Deplus AX = AX = XTA= )X = 1 XA= )X = X A=)\'X = 'XAX = 'X.X (2
Ainsi (1) et (2) conduisent & A = X (car X. X = Z |zi|> # 0 car X # 0). Donc A € R, le poly-
nome caractéristique de A a toutes ses racines réelles, il est donc scindé sur R.

Théoréme 11.2.13 Soit u € S(E).

Alors il existe une base orthonormale diagonalisant u, i.e. E est somme directe orthogonale des

sev propres de u, ou encore, il existe une base orthonormée de E constituée de vecteurs propres
de u

car : se fait par récurrence sur dim(FE).

Conséquence 11.2.14 Soit A € S,,(R). Alors il existe P € O(n) et D diagonale tq A = PD'P
(car P € O(n) = P71 =1P).
Donc,

Théoréme 11.2.15 Le théoréme spectral :
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable dans R au moyen d’une matrice de passage
orthogonale, i.e.

VA € S,(R), 3D diagonale, 3P € O(n), tq D = P"'AP = 'PAP

Remarque 11.2.16 Une matrice symétrique de M, (C) n’est pas nécessairement diagonali-

sable : prendre par exemple A = ( i _11 et montrer que A n’est pas diagonalisable.
11 -5 5

Exemple 11.2.17 Soit A = =5 3 =3 |. A est symétrique réelle, donc diagonalisable
5 -3 3

sur R. La diagonaliser en donnant une matrice de passage orthogonale permettant de la diago-
naliser.
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12.1 Intégrale généralisée sur un intervalle de la forme [a, +00]

12.1.1 Intégrale convergente ou divergente

Définition 12.1.1 Soit f € CM([a,+oo[,K). On dit que lintégrale de f sur [a,+oo[ converge

si et seulement si la fonction x — f a une limite finie quand x tend vers +oo.

Dans ce cas /
a

.
Si la fonction x — / f n’a pas de limite finie quand x tend vers 400, on dit que l'intégrale de
a

a
+oo

T
f désigne alors la limite de la fonction x — / f quand x tend vers +oo.
Ja

+oo
f sur [a, +o0[ diverge, ce qui se note / f DV, mais il faut bien voir que dans ce cas l’écriture
a

—+oo
/ f n’a pas de sens mathématique ...
a

Exemple 12.1.2 Etudier la convergence des intégrales suivantes :
400 “+o00 + o0
dt dt dt
1. = 2. — 3. 5
1t R 1 14t

153
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12.1.2 Propriétés

Proposition 12.1.3 Linéarité
Soient f,g, € CM([a +oo] ]K) et a, €K

/:OOf et /a g CV= | (af +Bg) OV et alors
/Ll+oo(af+ﬂg):a/a+oof+g/a+oog
car ...

“+o0
Remarque 12.1.4 Nous venons de prouver que {f € CM([a,—l—oo[,K)// f C’V} est un

espace vectoriel et Uapplication [ — / f est linéaire sur cet espace.

Proposition 12.1.5 Soit f € CM([a, +oo,K) et b > a.
“+o0
/ f converge <— / f converge

etalors/+oof /f+/+°<’

Proposition 12.1.6 Positivité
+o0

Soit f € CM([a, +o0[, K) tq/ f converge
a

+oo
— f positive sur [a,+oo[:>/ =0

+oo
— Si f est continue et positive sur [a, +00], / f=0= f =0 sur[a,+00]

a
Car ...

Proposition 12.1.7 Comparaison (cas des fonctions positives)
Soit f,g € CM([a,+oo[,K) et positives tg 0 < f < g

+o0 +oo +oo +oo
/ g converge = / f converge et alors 0 < / < / g
a a a a

+oo
Proposition 12.1.8 Dérivation de x %/ f st f est continue
xr

+oo
Soit f € C([a, +o0[, K) tq/ f converge.

[a,+o0] — K

Alors Uapplication F : /*00 I est dérivable sur [a,+o0[ de dérivée — f
x —

Car ...
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12.2 Intégrabilité sur un intervalle de la forme [a, +00]

12.2.1 Fonction intégrable sur [a, +00]

Définition 12.2.1 Soit f € CM"([a,+oc[,K). On dira que f est intégrable sur [a,+oo[ si et
“+oo

seulement si / |f| converge

a

+oo
Remarque 12.2.2 On dit aussi que l’intégrale / f est absolument convergente.
a

+oo
Théoréme 12.2.3 [ intégrable sur [a, +oo[:>/ f converge, i.e. une intégrale absolument
a

convergente est convergente.

car ...

. . Sin ¢ )
Exercice 12.2.4 Montrer que la fonction t — % est intégrable sur [1,+00].

ATTENTION La réciproque de ce théoréme est fausse :

Exemple 12.2.5 On considére la fonction définie sur [1,+oo[ par :
_1)»

Vn € N* Vo € [n,n+1[, f(z) = ( n)

absolument.

/ -5-
/ / f+ /( )f Quand x tend vers o0, / f tend vers S.
E(x

e
E(x)

1
~ E(z)
—+oo
Donc/ f converge
1

—+o0
. Montrons que / f converge mais ne converge pas
1

, série qui converge (TSA) vers une limite qu’on notera S.

De plus, qui tend vers 0 quand x tend vers +oco

E(x)—1

T 1 +o0 +oo
e Pourx > / If] > Z e Cette série diverge, donc / |f| diverge, i.e. / f ne
1 1

k=1
converge pas absolument.

Théoréme 12.2.6 Soit f € CM([a, +oo[,K) et soit b > a
f intégrable sur [a,+oo] <= f intégrable sur [b, +oo].

Car ...

12.2.2 Fonctions intégrables et & valeurs positives sur [a, +0o0]
+oo

Remarque 12.2.7 Si f est positive, / f converge <— / f converge absolument.
a a

Théoréme 12.2.8 Soit f € CM([a, +oo[,Ry) , f positive.

f intégrable sur [a,+oo| <= = — f est majorée
a
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€T
Car la fonction z — / f est croissante sur [a, +-00[, donc elle admet une limite finie en 400 si

a
et seulement si elle est majorée.

12.2.3 Intégrales de Riemann sur [1,+o0|
Théoréme 12.2.9 Soit o € R.

La fonction t — o est intégrable sur [1,4o00] si et seulement si o > 1.

oot 1
Dans ce cas, / — =

1 to o — 1
Car ...
Visualisation :

12.2.4 Comparaison des fonctions sur [a, +o0]

Théoréme 12.2.10 Soit f,g € CM([a,+o00[,K) tq |f| < |g| sur [a,+00].
g est intégrable sur [a, +oo[=> [ est intégrable sur [a,+oo[

C’est une application directe du théoréme 12.1.7

Théoréme 12.2.11 Soit f,g € CM([a,+0[,K) tq f = O4c0(9)
g intégrable sur [a, +oo[=> f intégrable sur [a,+ool.

car ...

Théoréme 12.2.12 Soit f,g € CM([a,+o0[,K) tq f = 0400(9)-
g intégrable sur [a,+oo[= f intégrable sur [a,+o0].

C’est une conséquence du théoréme du dessus.

Théoréme 12.2.13 Soit f, g € CM([a,+oo[,K) tq f o2
o0

g intégrable sur [a,+oo] <= [ intégrable sur [a,+o0].

car f 9= f=0:x(9) et g= O4(f)

Exemple 12.2.14 FEtudier l’intégrabilité sur [1,+oo[ des fonctions suivantes :

1
1. f: P Sa—
Fre= gy
2. f;HCO;S”)
1
3. f: —
f x%ln(x—kl)
4. fix—ale®
N3
5.f:x—>1+z2
: v
6. f:x T+ 22
1
7. frx—
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12.2.5 Complément : limite en +oco

Remarque 12.2.15 ATTENTION : f intégrable sur [a,+o0[ et f > 0 = Emf =0

Voir ’exemple ci dessous :
En s’inspirant de l’exemple ci-dessus, construire une fonction f positive, intégrable sur [1, 4+o00[

et non bornée.

Théoréme 12.2.16 Hors programme, mais a savoir redémontrer
Soit f € CM([a, +oo[, K), intégrable sur [a,+00].
Si f a une limite en 400 alors cette limite est nulle.

Tout simplement parce que si f a une limite finie £ non nulle, alors f e ¢ Or la fonction x — £
o0

n’est pas intégrable sur [a, +00].

Si f a pour limite +00 en 400, alors au voisinage de +oo, f > 1. Et la fonction x — 1 n’est pas
intégrable sur [a, +00].

Cqfd

12.3 Intégration sur un intervalle quelconque

12.3.1 Cas des intervalles semi-ouverts : [a,b[ ou |a, D]
Définition 12.3.1 — Soita<beR et feCM(a,b,K).

b T
On dit que l’intégrale / f converge si et seulement si v — / f a une limite dans K
a a

quand x tend vers b.
— Soita<beR et feCM(a,b],K).

b
On dit que l’intégrale /

b
f converge si et seulement si x — / f a une limite dans K
a xr

quand x tend vers a.
b
— Dans tous ces cas, cette limite se notem/ f ou f (premier cas) ou f (second
a

[a,b] la,b]
cas)

1 1
Exemple 12.3.2 / In(t)dt converge, car ... Et/ In(t)dt = —1
0 0

Exemple 12.3.3 Montrons que converge et donnons sa valeur.

/1 dt
o VIt
Définition 12.3.4 Soit f € CM([a,b],K) (resp f € CM(Ja,b],K)). On dira que f est intégrable

b
sur [a, b] ou au voisinage de b (resp ]a,b] ou au voisinage de a) si et seulement si / |f| converge.
a

b
On dit alors aussi que l'intégrale / f est absolument convergente.
a
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Proposition 12.3.5 Soit f € CM([a,b],K) (resp f € CM(Ja,b],K)) avec f > 0.

T b
f est intégrable sur [a,b] (resp |a,b]) si et seulement si la fonction x — / f (resp x — / f)
est majorée. ¢ ’

En effet ...

b b
Théoréme 12.3.6 Soit f € CM([a,b],K). / f converge absolument :>/ f converge.

Méme chose dans le cas ou f € CM(]a,b],K)fb
Proposition 12.3.7 Soit f,g € CM([a,b[,R).
b b
Si0<f<g,/ gCV:>/ fcv

a a

Meémes types de démonstrations que dans le cas des fonctions continues par morceaux sur [a, +00].

Théoréme 12.3.8 Soit f,g € CM([a, b, K).
— Si|f] < lgl, g est intégrable sur [a,b]=> [ est intégrable sur [a,b].
— Si f =04(9), g est intégrable sur [a,b|=> [ est intégrable sur [a, b[.
— Si f 99 est intégrable sur [a,b] <= [ est intégrable sur [a,b|.

Car ...

Ecrire le théoréme suivant

Théoréme 12.3.9 Soit f,g € CM(Ja,b],R).
— Si|fl<lgl,

12.3.2 Intégrales de Riemann sur [a,b] et sur |a,b]

1
Théoréme 12.3.10 Soit a € R. La fonction x — —
x
— est intégrable sur [1,+o0[ si et seulement si o > 1
— est intégrable sur ]0,1] si et seulement si o < 1

car ...

Soient a et b réels avec a < b

Théoréme 12.3.11 .

— La fonction x — est intégrable sur Ja,b] si et seulement si o < 1

o
(x —a)*
b
(b— )«

— La fonction x — est intégrable sur [a,b] si et seulement si o < 1

car ...
Exemple 12.3.12 Etudier lintégrabilité des fonctions suivantes :

1
1.t - —— sur (0,2 et sur ] —2,0]

V4 —t?

2 foto @)

[ 1 )
t24+3t+5 sur {1, +o0]
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cos(t)

3. fit— sur ]0,1].

sin(t)

4. [:t— sur 10, 1].

t2 -1

5. f:tﬁsin(ti—l)

sur |1,2].

12.3.3 Cas des intervalles ouverts
Définition 12.3.13 Soit f € CM(]a,b[,K) aveca e R etbe R et a <b.
b c b
On dit que / f converge si et seulement si Ic €]a, b] tq/ f et/ f convergent toutes les deux.

b
On dit que f est intégrable sur ]a,b| si et seulement si / |f| converge
a

c b
Proposition 12.3.14 Si 3¢ €]a, b] tq/ f et/ f convergent toutes les deuz, alors
a (&

d b
vd G]a,b[,/ f et/ f convergent.
a d

De plus, ¥d €]a, b], /:f+/cbf=/adf+/dbf.

car ...
b b c b
Définition 12.3.15 Soit f € CM(]a, b[,K) tq/ f converge, alors on pose/ I :/ f+/ I
b a a a C
avec ¢ €a, b (/ f mne dépend pas de ¢ vue la propriété ci-dessus)

Cette intégrale se note aussi /f
I

Exemple 12.3.16 1. 2 — e % est intégrable sur R car ...

1

2. x - ——=—= n’est pas intégrable sur |0,1| car ...

o P 1o 11

1
3. x — — nlest pas intégrable sur 10, +o0l, et ceci quelque soit c.

x

1
4. ¥ = ——— est intégrable sur 10, 1][.
z(l—=x

12.3.4 Propriétés de l’'intégrale sur l’intervalle [

Soit I un intervalle de RR.

Proposition 12.3.17 Linéarité
L’ensemble {f € CM(I,K)/tq /f converge } est un K — ev.
I

De plus f — | f est linéaire.
I

car ...
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Proposition 12.3.18 Positivite
Soit f € CM(I,K).

ff>OsurIet/f convergez/f}().
I I

— [ continue et positive sur 1. /f =0= f=0surl
I

car ...

Conséquence 12.3.19 Croissance de l’intégrale

Soit f,g € CM(I,K) tq /f et /g convergent.
I I

fég:/lfé/lg

Car on sait que /(g — f) converge (linéarité) et /(g — f) = 0 (positivité). Alors par linéarité
de l'intégrale, on ébtient le résultat. !
Proposition 12.3.20 Relation de Chasles
Soit f € CM(I,K) tq /f converge.
I

Va,b,c €1, /abf7 /bcf /acfconvergentet/abf—i—/bcf:/acf

Car .

Proposition 12.3.21 Inégalité triangulaire
Soit f, g intégrables sur I. Alors f + g est intégrable sur I et / lf+ 9| < /|f| + / lg]
I I I

Tout repose sur |f + g| < |f| + |g|, ce qui prouve que f + g est intégrable sur I. Puis on utilise
la croissance de l'intégrale.

Corollaire 12.3.22 L’ensemble des fonctions [, continues par morceauz sur I et intégrables sur
I est un K — ev. Cet espace se note L(I).

L(I) —»K

De plus est linéaire
£
I

12.3.5 Intégration des relations de comparaison

Théoréme 12.3.23 Soit f,g € CM(I,K) avec g positive, o I = [a,b].
— Si f = O0p(g). g intégrable sur I = f intégrable sur I (on le savait déja)

etalors/:fOb</:g>

— Si [ =op(g). g intégrable sur I = [ intégrable sur I (on le savait déja)

etalors/:f:ob</:g>

— f ~9-9 intégrable sur I <= f intégrable sur I (on le savait déja)
De plus
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x—b

b b
— Si f et g sont intégrables sur I, / f o~ / g
x x

x x
— Si f et g sont non intégrables sur I, / f o~ / g
a z—=b J,
car ...

Corollaire 12.3.24 Ce théoréme se décline aussi dans le cas ot I =]a,b).
Si I =la, b|, alors il faut scinder Uintervalle en ]a, clet[c, b]

Remarque 12.3.25 Que dit ce théoréme dans le cas ou les fonctions sont équivalentes en b ?
— si elles sont intégrables, alors les "restes” sont équivalents en b
— si elles ne sont pas intégrables, alors les primitives sont équivalentes en b (cas des fonctions
continues sur I pour qu’une primitive existe)

Exemple 12.3.26 — Donnons, en le justifiant, un équivalent au voisinage de +oo de

%/I dt
T %
1t /1t

oo dt
— Donnons, en le justifiant, un équivalent au voisinage de +oo de x — / 52
xr
. , ) . 1 *oodt
Exercice 12.3.27 Déterminer lim
z=1In(l —z) J, et —e

12.4 Techniques de calculs

12.4.1 Changement de variable

Théoréme 12.4.1 Soit f continue sur I a valeurs dans K.
Soit ¢ une application de lintervalle J dans I, de classe C* et bijective de J sur I.

Alors les intégrales /f et / fow. || sont de méme nature et sont égales si elles sont conver-
I J

gentes.
Si I =)a,b| et J =|a, B, alors

B
— Si @ est croissante, /f :/ foo(u)e' (u)du
I a

— Si ¢ est décroissante, /f :/ fop(u)e'(u)du
I B

Lemme 12.4.2 ¢ continue et injective sur I = ¢ est strictement monotone sur I

Ce lemme est important car souvent utilisé, il faut étre capable d’en faire une démonstration ..
Pour la démonstration voir la feuille d’exercices "Continuité ..."
Démontrons alors le théoréme

Exemple 12.4.3 Calculons les intégrales suivantes si elles convergent :

+oo 333
1. ——d
/o (T+at2 ™

9 oo dx
") 3?2 -1
3 2 zdx

" Ve -4
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12.4.2 Intégration par partie
Théoréme 12.4.4 Soit f, g de classe C* sur I et soita €I etb € I.
b b
Si le produit fg posséde des limites finies en a et en b, alors les intégrales / fl.g et/ f.g' sont
a a

de méme nature.
Si ces intégrales convergent alors

b b
/ £ (gt = [F(£)g(t)]I20 - / F(H)g/ (H)dt

ot [f(t)g(1)]iZa = lim f(t)g(t) — lim f(£)g(t)

t—a

En effet ...

Notation 12.4.5 L’expression [f(t)g(t)]i=b se note aussi [f(t)g(t)]t.

oo In(t)

Exemple 12.4.6 Calculer, si elle existe l’intégrale : / tTdt
1

+oo L: +oo
sin(? cos(t
Exemple 12.4.7 1. Montrer que / mt( )dt et/ t2( )dt sont de méme nature.
1 1

+00 3
t
2. En déduire la nature de / %dt
1

sin(t)
t

3. Montrer que la fonction t — n’est pas intégrable sur [1,+o0].

Remarque 12.4.8 On vient ainsi de montrer que la réciproque du théoréme 12.3.6 est fausse.

teodt
Exemple 12.4.9 Soit I, :/ —_—
0 (1+¢2)n

1. Pour quelles valeurs de Uentier n lintégrale I,, est-elle définie ?

2. Dans ces conditions, exprimer 1,11 en fonction de I,.

/2
3. Ezprimer I, 1 en fonction de/ cos®™ (x)dx
0

12.4.3 Attention

Il faut étre trés vigilant lorsqu’on décompose une fonction intégrable en somme de 2 ou plu-
sieurs fonctions, par exemple dans le cas de décomposition en éléments simples. Prenons un

oo at
exemple . Calculons / ———. La fonction f est définie par f:¢ —
2

. f est clairement
t2 -1 1 f

t2 —
continue sur I = [2, +00[ et au voisinage de +o0, f(t) ~ 7 qui est intégrable sur [2,4+o00[. Donc
f est intégrable sur [2, +oo], I'intégrale & calculer est effectivement définie.

Pour la calculer, on va tenter d’utiliser la méthode employée pour les intégrales définies sur un
segment, & savoir décomposer f en éléments simples. On trouve alors :

1 12 1/2
V=2 ) = 5o = 7 TS

: : o 1/2
Mais aucune des deux intégrales / ﬁdt et
2 _
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tee1/2 . e 1/2

/ ——dt ne converge. Ecrire que l'intégrale de f sur I serait égale a / ——dt —
2 t+1 2 t—1
12 3 )

/ ——dt serait une ENORMITE.
o t+1

Pour calculer I'intégrale de f sur I en utilisant la décomposition en éléments simples, on devra
revenir a la définition, c’est a dire calculer I'intégrale de f sur [2, A]. Dans ce cas, on est en pré-
sence d’une intégrale sur un segment, et on peut utiliser sans souci la décomposition en éléments
simples. Une fois le calcul terminé, on fera tendre A vers +oo pour obtenir le résultat recherché.

Faites le calcul.

12.5 Des evn

12.5.1 Convergence en moyenne

Définition-théoréme 12.5.1 L’ensemble des fonctions I — K continues et intégrables sur [
est un sev de C(I,K), qui est noté LL(I,K) ou LL(I) s’il n’y a pas de doute sur le corps K.

Cet ev est normé par Ny : f — | |f].

I
Ny est appelée norme de la convergence en moyenne.
car ...

Remarque 12.5.2 N; n’est pas une norme sur L*(I).

Exercice 12.5.3 Soit I un intervalle borné et soit (f,)nen une suite de fonctions de L1(I) et
soit f € LL(I).
Montrer que si (fn)new converge vers f pour ||| (i-e. (fn) converge uniformément vers f)

alors lim/fnz/f.
noJr I

Montrer que si I n’est pas borné, cette propriété est fausse.

12.5.2 Convergence en moyenne quadratique

Définition 12.5.4 Une fonction continue de I dans K est dite de carré intégrable sur I si et
seulement si la fonction |f|2 est intégrable sur I.
On note L2(I) l’ensemble de ces fonctions.

Proposition 12.5.5 f,g € L2(I) = fg € LL(I)
car ...

Proposition 12.5.6 L2(I,R) est un espace vectoriel préhilbertien muni du produit scalaire : .
L2(I)x L*(I) — K

(f.9) —>/Ifg
Car ...

Conséquence 12.5.7 Ny : f — /f2 est une norme (euclidienne)sur L2(I,R).
I
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Chapitre 13

Intégrales a parameétres
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13.1 Le théoréme de convergence dominée

13.1.1 La question : passage a la limite dans une intégrale

Contrairement & ce qui se passe pour des intégrales sur un segment, le passage a la limite,
méme s’il y a convergence uniforme pose probléme :

(fn)n suite de fonctions intégrables sur I
(fn)n converge uniformément vers f sur I ) = lim / fn= / lim f,, = / f
noJr rn I

f intégrable sur

1/n  sur [0,n]

—— S :
Par exemple, soit I = [0,+o00] et pour n > 1, f, : z — { 0 pour z > n

1
— Sup|fn] = — donc (fn)n converge uniformément vers la fonction nulle sur I.
I n

+o00 n 1 +oo o0
—/ fn:/ —:1alorsque/ limfn:/ 0=0
0 o N 0 n 0

165
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13.1.2 Le théoréme de convergence dominée

Théoréme 13.1.1 .
e (fn)nen suite de fonctions continues par morceauzx sur I

° (fn)nen converge simplement sur I vers une
fonction [ continue par morceaux sur I
. Jp : I — Ry intégrable sur I tqVn, |fn] < ¢

e les fonctions f, et [ sont intégrables sur I

° lim/fn:/f:/limfn
moJrI I rn
Démonstration hors programme

Remarque 13.1.2 ¢ doit étre intégrable sur I, doit majorer toutes les fonctions |f,| et ne doit
pas dépendre de n.
Cette hypothése est ce qu’on appelle Uhypothése de DOMINATION

dt

1
Exemple 13.1.3 Déterminer lim/ —_—
n Jo 1—mnln(t)

—+o0o
Exemple 13.1.4 Déterminer lim/ et =t gy
n
0

Exemple 13.1.5
[0,4+00] — R

On consideére les fonctions f, : 2\ 7",
t = (1+—
n

+o00 +oo R
1. Montrer que lim/ fa(t)dt :/ e dt
mJo

0
+oo /2
2. Montrer que / fa(t)dt = /n cos® 2 (t)dt.
0 0

/2
3. Posons w,, = cos™(t)dt. Déterminer une relation liant w, G w,—o (n = 2)

En déduire un équivalent de w,

400
4. Donner la valeur de / et dt
0

dx
" +1

—+oo
Exemple 13.1.6 Déterminer lim/
n
0

Remarque 13.1.7 Si I est borné, une fonction constante peut jouer le réle de la fonction do-
minante

Remarque 13.1.8 L’hypothése de continuité par morceauz de f n’a pas autant d’importance
que U’hypothese de domination. Cette derniére devra étre justifiée avec le plus grand soin.
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13.1.3 Extension au cas d’une famille & paramétre réel

Théoréme 13.1.9 Soit J un intervalle de R et \g € J.
e (f\)aes une famille de fonctions continues par morceauz sur I

. Vo € I, fx(x) a une limite finie quand A tend vers X,
limite notée f(x) =
° f ainsi définie est continue par morceaux sur I

o JdpeCM(I,Ry) tq o est intégrable sur I et VA € J, |l <

o VYA€ J f\ estintégrable sur I
f est intégrable sur I

. AIE&IO/fA—/hm f,\—/f

(1—-Ax)Y/* si0< < 1/A
0siz>1/\

Car ...

Exemple 13.1.10 Soit, pour A € R, fy:z — {
Déterminer lim/ fa(z)dz
A—=0

13.1.4 Intégration terme a terme d’une série de fonctions

Théoréme 13.1.11 Soit (f,)nen une suite de fonctions a valeurs dans R ou C (noté K), défi-

nies sur un intervalle I
. Vn, fn, € L'(I,K)

Z fn CV simplement sur I vers une fonction S
continue par morceaux sur I =

° Z/I|fn| converge

S est mtegmble sur I

[ [

Remarque 13.1.12 ATTENTION : 1l y a ici une hypothése de plus que pour les suites : il
faut que les fonctions f, soient intégrables sur I

Démonstration hors programme.

Remarque 13.1.13 L’hypothése de domination est remplacée ici par : la série numérique Z/ | fnl
converge !

+oo +00 2
Exemple 13.1.14 Montrons que/ th it = Z

n= 1

P *f (-1

Exemple 13.1.15 Montrons que/o T+ > 2n+ 1)

Exemple 13.1.16 Que peut-il se passer si I’hypothése Z / |fn| converge n’est pas satisfaite ¢
I

Ezemple de la suite de fonction (f,)n>1 00 fn 1z — €™ — 272" sur [ =)0, +o0].
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Remarque 13.1.17 L’hypothése Z/ |frn| converge est fondamentale
I

L’hypotheése de continuité par morceaux de la somme, imposée par les limitations du programme
n’a pas la méme importance. On la vérifiera quand méme (ou au pire, on la mentionnera)

13.1.5 Autres possibilités pour intégrer terme a terme une série de
fonctions

Théoréme 13.1.18 Cas ou I est un segment (rappel)
(fr)nen € C(I,R) avec I = [a,b] segment.

b [+oo +00 b
> fu CVU sur [a,b] :>/ (Z fn(x)> EEDY </ fn(z)d:c>
a n=0 n=0 @

Que faire si I n’est pas un segment et Z/ |fn| diverge ?

On peut encore essayer d’utiliser le théoréme de convergence dominée appliqué a la suite des
sommes partielles, ou & la suite des restes.

+0o0 +oo —+o00 (—l)n
E le 13.1.19 Mont —Dme | dt = ~ 7
xemple ontrons que /0 <Z( e > Z -

n=1 n=1

13.2 Limite et continuité

Dans toute la suite, E est un evn de dimension finie (le plus souvent, E =R ou C) et A C E,
I intervalle de R.

13.2.1 Continuité par domination

Théoréme 13.2.1 Soit f: Ax I — K tq

. Viel, x — f(x,t) est continue sur A

. Ve € A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I

o Jp:I— Ry intégrable sur I et tqVr € A, Vt €I, |f(z,t)] < ¢(t) (hypothése de domination sur A)
alors

F:z— /f(x,t)dt est définie et continue sur A
I

car ...

Exemple 13.2.2 Soit f continue et intégrable sur R. On définit la transformée de Fourier de
“+oo

f comme étant la fonction, notée f définie par f : x — / f(t)e™dt. Montrons que f est
— 00

définie et continue sur R.

sin(xt)
1+t2

+oo
Exemple 13.2.3 Montrer que la fonction F : z — / dt est définie et continue sur
0

R.

dt

—+oo
Exemple 13.2.4 Montrons que la fonction F : x — / i est continue sur )0, +0o0].
0o
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Remarque 13.2.5 Comme vu dans l’ezemple du dessus, au lieu de I’hypothése de domination
sur A on peut se contenter de l’hypothése de domination sur tout compact de A. Ce qui se traduit
par le théoréme plus général suivant :

Théoréme 13.2.6 Soit f: Ax I — K tg
. Vtel, x— f(z,t) est continue sur A
. Ve e A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I
o VK compact de A ,Jpk : I — Ry intégrable sur I et tqVe € K, Vt € I, |f(z,t)] < pi(t)
(hypothése de domination sur tout compact)

alors
F:z— /f(x,t)dt est définie et continue sur A
I
car ...
R:Y —R )
Exemple 13.2.7 Soit F /+oo 1 Qi FEtudions la continuité de F' sur]0, +o0].
‘ 0o T E(?
R, —R
Exemple 13.2.8 Soit F' /+°° dt . Etudions la continuité de F sur |0, +o0].
r = —_—
1 (14t

13.2.2 Continuité dans le cas d’une intégration sur un segment (HP
mais savoir le démontrer)

C’est une conséquence du théoréme précédent.

Théoréme 13.2.9 Soit f: A X [a,b] — K continue.
b
Alors F : z — / f(x, t)dt est définie et continue sur A

car Si K est un compact de A, alors K X [a, b] est un compact de A x [a,b]. Or |f]| est continue
sur A X [a, b], donc elle est majorée sur tout compact, i.e.

IMg >0, V(x,t) € K X [a,b], |f(z,t)| < Mg. La fonction constante t — M est intégrable sur
[a, b], donc ’hypothése de domination sur tout compact est satisfaite. F est donc continue sur A.

1
Exemple 13.2.10 Montrons que la fonction F' : z — / In(x + t%)dt est continue sur )0, 4-o00].
0

Exemple 13.2.11 Soit F : x —>/ &()dt

On voit que la variable x apparait a la fois comme argument de la fonction a intégrer et en borne.
On ne dispose d’aucun théoréme dans ce cas.

1. A laide d’un changement de variable judicieur, écrire F(x) comme une intégrale sur [0, 1].

2. Montrer que F est définie et continue sur ]0,+00].
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13.2.3 Limite

Théoréme 13.2.12 Soit f: Ax I - Ketac A.
. Vi eI, lim f(z,t) =4(t) e K et t — I(t) continue par morceauz sur I
r—a

. Ve e A, t — f(x,t) est continue par morceaux sur I ==
o Jp e CM(I,Ry) intégrable sur I tqVx € A, Vt € I, |f(x,t)| < p(t) domination

o VYVze A t— f(x,t) est intégrable sur I

. t — U(t) est intégrable sur I
. hm f x,t)dt = /E t)dt
car ...
/2
Exemple 13.2.13 Déterminons 1i111 (sin t)* dt
Tr—r+00 0

Remarque 13.2.14 Ce théoréme ne permet pas de répondre a toutes les situations. Penser aussi
a des magjorations, ou minorations.

—xt

14+t

Exemple 13.2.15 Soit F' : x — / dt définie pour x > 0
0

1. Déterminons lim F'
—+o0

2. Déterminons li(r)nF

13.3 Dérivabilité

Ici A est un intervalle de R.

13.3.1 Le théoréme de dérivation de Leibniz

Théoréme 13.3.1 Soit f: Ax I —K
. Vo € A, t — f(x,t) est intégrable sur I
f admet en tout point (z,t) € A x I une dérivée partielle selon z

. Ve e A, t — ==(x,t) est continue par morceaux sur I =

ox
Jo : I — Ry intégrable sur I tq V(x,t) € A X I, gi(x,t)’ < p(t)

e la fonction F : x — /f x,t)dt est dérivable sur A et

of

° Ve e A, F'(z) = i
x

—(z,t)dt

car ...

Remarque 13.3.2 Comme pour la continuité, la conclusion reste vraie si au lieu de I’hypothése
de domination, on ne prouve qu’une hypothése de domination sur tout segment de A

Ceci conduit au théoréme
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Théoréme 13.3.3 Soit f: Ax I —- K

. Ve e A, t — f(x,t) est intégrable sur I
o [ admet en tout point (x,t) € A x I une dérivée partielle selon x
. Ve e A, t— %(aj, t) est continue par morceaux sur I N
. VJ segment de A, Jpy: I — Ry intégrable sur I tq
0
V(x,t) € J x I, 8—f(x,t) < p(t)
x

o la fonction F : x — /f(x,t)dt est dérivable sur A et
I

af
() —
o Ve e A, F'(z) = i (x,t)dt

. : 0 )
Proposition 13.3.4 Si on suppose en outre que Vt € I, © — 8—f(x,t) est continue sur A, alors
x

la fonction F est de classe C' sur A.

clair
+o0 5
Exemple 13.3.5 Soit F': z %/ e " cos(xt)dt.
— 00

1. Montrons que F est de classe C' sur R.

2. Montrons que F est solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre a dé-
terminer.

3. On a vu dans l'exemple 15.1.5 que F(0) = /m. Déterminons alors l’expression de F(x)
pour z € R.

13.3.2 Dérivées d’ordre supérieur

Théoréme 13.3.6 Soit f: Ax I —K

. Ve e A, t — f(x,t) est intégrable sur I
e [ admet en tout point (x,t) € A x I des dérivées partielles jusqu’a Uordre n selon x

k
o Vke[l,n], Vtel, z— g o (w,1) est continue sur A

T

ok f . =
. Vo € AVk € [1,n], t— - (x,t) est continue par morceaus sur I
° Vk € [1,n], VJ segment de A, i, 7 : I — Ry intégrable sur I tq
ak
V(x,t) € J x I, 8gc£(x’t)‘ < k(1)

e la fonction I : x — /f(x,t)dt est de classe C" sur A et
I
oFf

Dk (z,t)dt

. Vk € [1,n], Yo € A, F®)(z) :/
I

se fait par récurrence sur n

xt

+oo  —
Exemple 13.3.7 Soit F': z — / ﬁdt. Montrer que F' est définie et continue sur R.
0

1
Montrer que F de classe C*° sur R et qu’elle est solution de léquation différentielle y" +y = o

Déterminer lim F®)(z)
r—+o0
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13.3.3 Cas d’une intégration sur un segment
Dans ce cas le théoréme se simplifie un peu :

Théoréme 13.3.8 Soit f: A X [a,b] - K
eVxc A t— f(x,t) est continue par morceaux sur [a, b
e Vt € [a,b], f admet des dérivées partielles selon x jusqu’a 'ordre n, et ces dérivées partielles
sont toutes continues sur A X [a,b]
_

b ok
F est de classe C™ sur A et Vk € [1,n], F® (x) :/ %(x,t)dt
ok

a

Car ...

13.3.4 Théoréme de Fubini sur un pavé fermé

Théoréme 13.3.9 Soit f : [¢,d] X [a,b] = E continue sur [c,d] X [a,b]
Alors

b
1.z — / f(z,t)dt est continue sur [c,d]
a

d
2.t— / f(z,t)dx est continue sur [a, b

s /f ( /jm,@dx) gt = /j ( /;f(m,t)dt) "

car ...
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14.1 Dénombrabilité

14.1.1 Ensembles dénombrables
Définition 14.1.1 Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec IN.
Exemple 14.1.2 7Z est dénombrable.

N —=Z

En effet considérons f : n/2 sin est pair . Montrer que f est bijective.
n
—(n+1)/2  sin est impair

Théoréme 14.1.3 Toute partie infinie de IN est dénombrable

Car : soit E une partie infinie de IN. F posséde un plus petit élément. On le note f(0). Puis E \
{f(0)} posséde un plus petit élément qu’on note f(1). Puis, par récurrence, E\{f(0), f(1),..., f(n — 1)}
posséde un plus petit élément qu’on note f(n). On a ainsi construit une fonction f : N — FE
strictement croissante car f(n+ 1) > f(n) + 1, donc f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit ¢ € F.

f croit strictement et est & valeurs dans IN donc nll)r-&I-loo f(n) = 4o00. D’ot, I3p € N, f(p) < ¢ <

flp+1).Or f(p+1) est le minimum de E\ {f(0, ..., f(p)}, et ¢ € E donc ¢ = f(p). f est donc
surjective donc bijective de IN sur E, et donc E est dénombrable.

Corollaire 14.1.4 Un ensemble est fini ou dénombrable (on dit aussi "au plus dénombrable")
si et seulement si il est en bijection avec une partie de IN.

car ...
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14.1.2 Produit cartésien d’ensembles dénombrables

Théoréme 14.1.5 IN? est dénombrable.

car ...
Théoréme 14.1.6 Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Par récurrence : Pour n = 2, Soient E et F' deux ensembles dénombrables. Soit f : £ — IN et
g : F — N bijectives. Alors I'application (f, g) : ExF — IN? est bijective. Or IN? est dénombrable,
donc il existe une application ¢ : IN? — IN bijective. D’ot1, po(f, g) est une application bijective
de F x F dans N, et donc, EF x F est dénombrable.

Puis, B4 X Eg X ... x Eppq = (E1 X ... X Ep) X Epy1 qui permet de terminer la récurrence.

Conséquence 14.1.7 Z2, ZP ou p € IN* sont dénombrables.

14.1.3 Réunion d’ensembles dénombrables

Théoréme 14.1.8 Une réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Si I est un ensemble dénombrable, et siVi € I, E; est un ensemble dénombrable, alors | E; est
=,

dénombrable.

On résume ceci en disant qu’une réunion au plus dénombrable d’ensembles dénombrables est

dénombrable.

car ...

Conséquence 14.1.9 Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est
au plus dénombrable.

Conséquence 14.1.10 Q est dénombrable.

En effet, Q = {p/p € Z}. Notons E, = {p/p € Z}. Chacun de ces E; est en bijection
qeIN* q
avec Z qui est dénombrable. Donc les F, sont dénombrables, et donc Q est réunion dénombrable

d’ensembles dénombrables, donc est dénombrable.
Exercice 14.1.11 Le but est de montrer que l’ensemble P des parties finies de IN est dénom-
brable.

1. Notons P, l’ensemble des parties de [0,n — 1]. Quel est le cardinal de P, ?
2. Décrire P a l’aide des P, et conclure.

14.1.4 Ensemble des réels

Théoréme 14.1.12 R n’est pas dénombrable.

démonstration non exigible.
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14.2 Familles sommables de réels positifs

Sauf mention du contraire, I est un ensemble dénombrable.
Définition 14.2.1 Soit (u;);cr une famille de réels positifs avec I ensemble dénombrable.

On dira que cette famille est sommable si et seulement si Zui/ F partie finie de } est un
9
ensemble magjoré.
Dans ce cas, la borne sup dans R4 de cet ensemble est appelée "somme de la famille”. Elle est
notée Z Uj.
iel
Si la famille n’est pas sommable, alors on dira que Z:uz = +4o00.
iel

1
Exemple 14.2.2 Montrons que la famille <2> n’est pas sommable. Considérons
q€QNI1,+00]
E=QnN|1,2]. E est-il fini ? dénombrable ?
1
Soit n € IN. Montrer qu’il existe une partie finie F,, de E telle que Z — 2
qEF,

n
4
Conclure

Proposition 14.2.3 Soit (u;);cr une famille sommable de réels positifs.

Soit J C 1. Alors la famille (u;)icy est sommable et Zul < Zul
ieJ iel

car {Z u;/ F partie finie de J } - {Zul/ F partie finie de T }, et donc {Zul/ F partie finie de J }

i€F icF icF
est majoré.
De plus tout majorant de {Z u;/ F partie finie de T } majore {Z u;/ F partie finie de J },
icF icF
ce qui prouve 'inégalité demandée.
Proposition 14.2.4 Soit (u;)ics et (v;)icr deux familles de réels positifs tels que Vi, u; < v;.
o Si (v;)ier est sommable alors (u;);c; est sommable et 0 < Zui < Zvi
icl i€l
o Si (u;)ier n'est pas sommable, alors (v;);er n'est pas sommable.
car ...

Théoréme 14.2.5 Théoréme de sommation par paquets
Soit (I)nen une partition de I.
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
Vn € N, (u;)icr, est sommable

et
La famille (u;);cr est sommable <~ (

la série E

n

E ui> converge

icl,

“+o0
et dans ce cas Zul = Z (Z ui>

el n=0 \zel,
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Démonstration hors programme.

Exemple 14.2.6 Montrons que la famille ( est sommable.

1
<m + n)S ) (m,n)eIN*2
Pour p € N*, notons I, = {(m,n) € IN*? /m 4 n = p}.
Vérifier que la famille (I,)pen- est une partition de IN*2,
Conclure en appliquant le théoréme de sommation par paquets.

Théoréme 14.2.7 .
(ui)ier famille sommable de réels positifs

(vi)ier famille sommable de réels positifs

et alors Z(UL +v;) = Zui + Zvi

el iel Berl

} = (u; + v;)ics est sommable

car ...

Théoréme 14.2.8 .

(ui)ier famille sommable de réels positifs } — ()i est sommable

a=>0
et alors Z(aui) =« Z U;
iel iel

car ...

14.3 Familles sommables de réels ou complexes

14.3.1 Généralités

Définition 14.3.1 Soit I un ensemble dénombrable.
On dira que la famille (u;);cr de nombres réels ou complezxes est sommable si et seulement si la
famille de réels positifs (|u;|)icr est sommable (on se raméne au paragraphe précedent)

Définition 14.3.2 .
o Soit (u;)icr une famille sommable de réels.
Notons Iy ={ie I/ u; >0} et I_={iec I/ u; <O0}.
On appelle somme de la famille le réel Zui = Z |u;| — Z i
iel i€l el
o Soit (u;)icr une famille sommable de nombres complexes.
On appelle somme de la famille le complexe Zuk = ZRe(uk) —|—iZIm(u;€)
kel kel kel

Ces définitions ont bien un sens car :

1) Si (u;)ser est une famille sommable de réels, alors la famille (Ju;|);cr est sommable et donc
les familles (|u;|)icr, et (Jui|)icr_ sont sommables (voir 14.2.3)

2) Si (u;)ser est une famille sommable de complexes, alors la famille (|ug|)rer est sommable. Or
|Re(ug)| < |uk| et [Im(ug)| < |ug|, donc les familles (Re(ur))ker et (Im(ug))rer sont sommables.

Conséquence 14.3.3 Soit (u;);c; une famille sommable de réels. Alors pour tout J C I, (u;)icy
est sommable sur J

car ...
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14.3.2 Linéarité de la somme de familles sommables

Théoréme 14.3.4 Soient (ug)ker et (vi)ker deuz familles sommables de réels ou complexes, et
soit a et B deux scalaires (réels ou complexes). Alors la famille (quy + Buk)ker est sommable et

Z(Otuk+5’0k) :azuk-l-ﬂzvk

kel kel kel

car ...

Conséquence 14.3.5 L’ensemble des familles sommables sur I est un espace vectoriel, et l'ap-
plication (ug)ker — Z uy, est linéaire.
kel

14.3.3 Lien entre familles sommables et séries

Lemme 14.3.6 I =N et soit (un)nen une famille de réels positifs.
La famille (uy)nen est sommable < la série Zun converge,

n
+oo
et alors Z Uy = Zun

nelN n=0

car ...

Théoréme 14.3.7 I =N et soit (un)nen une famille de réels ou complezes.
La famille (uy)nen est sommable < la série Zun converge absolument,

n
+oo
et alors g Uy = g U -
n=0

nelN
car ...

14.3.4 Permutation des termes d’une série

Théoréme 14.3.8 Soit Zun une série de complexes absolument convergente, et soit o une
+oo —+oo
bijection de IN sur IN. Alors Zug(n) converge absolument et Z Ug(n) = Z Uy -

n n=0 n=0

Démonstration non exigible.

14.3.5 Théoréme de sommation par paquets

Théoréme 14.3.9 Théoréme de sommation par paquets
Soit (I)nen une partition de I.
Soit (u;)icr une famille de réels ou complezes.
Vn € N, (u;)icr, est sommable

et
La famille (u;);cr est sommable <~ (

la série E

n

Z |ul|) converge

icl,

“+o0
et dans ce cas Zul = Z (Z ui>

el n=0 \zel,
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Montrons 1’équivalence :
(u;)icr est sommable <= (|u;|);er est sommable. On applique le théoréme 14.2.5

Vn € N, (|ui|)ier, est sommable Vn € N, (u;)icr, est sommable
et et
(lui])ier est sommable < =
la série Z (Z |uz> converge la série Z <Z |uz|> converge
n  \i€l, n \iel,

La démonstration de 1’égalité est hors programme.

Remarque 14.3.10 ATTENTION : la famille peut ne pas étre sommable avec, cependant la

série E E U; qui converge

n i€l,

par exemple Vn, u, = (=1)" et I,, = {2n,2n + 1}.
La famille (I,,),en est une partition de IN et Vn, Z u; = 0 donc la série Z Z u; converge.

iel, n i€l,
Pourtant la famille (u,),en n’est pas sommable (sa série ne converge pas absolument)

Exemple 14.3.11 Soit ¢ € C tel que |q| < 1. Montrons que la famille (q|p|)p€Z est sommable et
donner sa somme.
On utilisera une sommation par paquets en écrivant Z = Z._* UN.

14.4 Séries doubles

14.4.1 Théoréme de Fubini : interversion des sommations

Théoréme 14.4.1 Cas des réels positifs.
S0it (Am,n)(m,n)en2 une famille de réels positifs.

Vn € N, la série E Qm,n COTVETGE

m
+oo
la série E E Gm,n | converge
n m=0

Cette famille est sommable <—

Dans ces conditions

m=0

(m,n)€EN2 n=0 \m=0 n=0
car ...
“+o00 400 1
Exemple 14.4.2 Calculons aprés avoir justifié son existence : Z Z —.
n=0k=n k!

1
On introduit la famille (un k) (n kyenz définie par un . =0 si k <n et upp = i stk >n.

Montrons que la famille (wn k) (n,k)en> €st sommable et évaluer sa somme. Conclure.

Théoréme 14.4.3 Cas général.
S0it (am,n)(m,n)en2 une famille de réels ou complexes.
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Vn € N, la série E | n| converge

m

+oo
la série E E |@mn| | converge
n m=0

vm € N, la série E |G, n| converge

— +o00
la série Z <Z |am’n|> converge

m n=0

Cette famille est sommable <=

Dans ces conditions
“+o0 “+oo
S a3 (S o) = X (S
(m,n)eN? n=0 m=0
Car ...

Corollaire 14.4.4 : a savoir redémontrer
Si (ap)pen et (bg)genw sont deux familles sommables alors la famille (apbg)p q)ene est sommable

et S aby = Cé ap) (g bq)

(p,q)€EN?

En effet, Zap et Zb CVA.Vq e N, Z la,| converge = Z lapbg| converge et

p
Z |apby| = |bq |Z la,| donc Z (Z laybg > converge.

alors, le theoreme de Fubini prouve que la famille (a,by)(p,q)en> est sommable sur IN? et

+00 400 +o0 Yoo
Z apby = Z Z apbg = Z <ap Z b ) = <Z a,,) (Z bq> ce qui achéve la démonstra-
(p,q)€N? p=0 g=0 p=0 p=0 q=0

tion.

14.4.2 Produit de Cauchy de 2 séries absolument convergentes

Définition 14.4.5 Rappel
Soit Zun et Zvn deuz séries de complexes. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries

n
la série E Wy, OU W, = E UpUp—p = E Upq
p=0

(p,q)EN? /p+g=n

Exemple 14.4.6 Déterminer la série produit de Cauchy de la série Zx" par elle méme.

Théoréme 14.4.7 Soit Zun et Zvn deuz séries de complexes absolument convergentes.

Alors leur série an produit de Cauchy converge absolument et

e E ()59 ()

n=0 m=0
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car ...

Corollaire 14.4.8 Soit z EnC.
z

La série de terme général — converge absolument. On note €* sa somme.
n!

Alors

’ ’

V(z,2') € €%, e*1% =¢7.e?
En effet ...

Corollaire 14.4.9 Soit A, B € M,,(C).

La série de terme général — converge absolument. On note exp(A) sa somme.
n

et si A et B commutent,
exp(A + B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)

car ...
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15.1 Introduction

Les probabilités consistent & étudier les résultats aléatoires de certaines expériences. Par
exemple, dans un lancer de 4 piéces, observer les piles obtenus, ou, autre exemple, dans un lancer
de fléchette sur une cible, observer la position de la fléchette par rapport au centre de la cible.
Lorsqu’une expérience est étudiée, on appellera "événements" certains faits pouvant se produire
(ou ne pas se produire). Dans le lancer de 4 piéces, par exemple, un événement pourra étre :
obtenir exactement 1 pile et 3 faces Dans le lancer de fléchette, un événement pourra étre : la
fléchette est & moins de 5 cm du centre de la cible.

Dans ce chapitre, on s’intéresse au cas ou ’ensemble des possibilités n’est pas nécessairement

fini.
Pourquoi le formalisme élaboré dans le cas fini ne suffit-il pas quand ’espace des possibilités n’est
pas fini?
Classiquement, effectuons un jeu de Pile ou Face infini, et considérons I’événement A = {on ne tire jamais Pile}.
Dans le cas ou on n’effectue que n tirages, on sait calculer la probabilité de I’événement
A, = {On n’a pas tiré Pile lors des n premiers lancers}.
nombre de cas favorables 1
nombre de cas possibles 27’
On peut dire alors que A = ﬂ Ay, et on souhaite dire que P(A) = lim P(4,)=0.
n—-+oo
nelN
Mais cela pose 2 questions : est-on sir que ﬂ A,, est un événement, qu’on peut en calculer la
nelN

Le cours de premiére année permet de dire que P(A,) =

181
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probabilité, et ensuite, comment justifier ce passage a la limite ?

15.2 Espaces probabilisés

15.2.1 Tribus événements
Soit 2 un ensemble, appelé univers.

Définition 15.2.1 .
Soit A une partie de P(Q)), c’est a dire que les éléments de A sont des sous-
ensembles de €.
On dira que A est une tribu sur Q si et seulement si A vérifie les axiomes
suivants :

— P1:Qec A

— P2 :si (A;)icr est une famille dénombrable d’éléments de A, alors U A; €

iel

A (on dit que A est stable par union dénombrable)
— P3:Aec A= A° € A (on dit que A est stable par passage au complé-
mentaire)
On dit alors que (2, A) est un espace probabilisable.
Un élément de A est appelé événement.
Un élément de () est appelé épreuve.

Conséquence 15.2.2 .
— P/ :Dc A

— P5 : si (A;)ier est une famille dénombrable d’éléments de A,
alors m A; € A (on dit que A est stable par intersection dénombrable)
iel
— P6 : toute réunion finie d’éléments de A est dans A
toute intersection finie d’éléments de A est dans A

En effet : P4 : c’est P3 appliqué a
P5 : Car (N 4:)° = U(A?) (a redémontrer).

Or A; € A, donc A{ € A. Mais alors P2 entraine U A7 € A, ie. <n AZ') € A, et donc, grace

iel iel
a P3, m A, e A
i€l
P6 : Soit Ay, ..., A, une suite finie d’éléments de A. Alors on définit la suite (Ag)ren en prenant
n +oo
Yk >n+1, Ay =0 et on applique P2, avec U Ay = U A € A.

k=1 k=1
Pour I'intersection, on peut compléter la famille finie en posant pour k > n + 1, A = Q.

Définition 15.2.3 .
o A€ est appelé événement contraire de A.
e A et B sont dits incompatibles ou disjoints ssi ANB =10

Exemple 15.2.4 A = {0,Q} est clairement une tribu sur Q appelée tribu grossiére.
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Cette tribu n’a pas grand intérét car alors, les seuls événement sont I’événement certain ) et
I’événement impossible (.

Exemple 15.2.5 P(Q) est clairement une tribu. Dans le cas ot Q est fini ou dénombrable, on
travaillera sowvent avec cette tribu.

Mais si Q n’est ni fini ni dénombrable, alors, pour des raisons mathématiques, cette tribu est
"trop grosse’.

Exemple 15.2.6 Soit A C Q avec A # () et A # Q. Alors {0, A, A°,Q} est une tribu. C’est la
plus petite tribu contenant A

Proposition 15.2.7 .
Une intersection de tribus sur ) est encore une tribu sur €.

En effet, Notons A cette intersection des tribus (7;)es : A= ﬂ T;.

jed
Toute tribu contenant € , alors Q) € ﬂ T = A
jed
Soit A € A, alors Vj € J, A € T;. T; étant une tribu, alors A¢ € 7; et ceci Vj € J. Donc
Ace (T = A
jed

Enfin, Soit (A;);es une famille dénombrable d’éléments de A. Alors, V7T;, (A;)icr est une famille
dénombrable d’éléments de 7; et ceci pour tout j € J, d'ou Vj € J, UAi € 7; et donc

el

iel jeJ

Exemple 15.2.8 Soit B C P(Q). On considére l’ensemble des tribus sur Q contenant B. L’in-
tersection de toutes ces tribus est une tribu appelée tribu engendrée par B. C’est la plus petite
tribu contenant B

En effet, Notons A cette intersection de toute les tribus contenant B : A4 = m T.
BCT
Toute tribu contenant B est une tribu, donc ﬂ T = A est une tribu et cette tribu contient B.

BCT
Par construction, c’est la plus petite tribu contenant B.

Exemple 15.2.9 On appelle tribu borélienne sur R la tribu engendrée par les intervalles de R
(pas simple & visualiser, mais essentielle lorsqu’on étudie les probabilités sur R, qui n’est pas
dénombrable, donc notion hors programme).



184 CHAPITRE 15. PROBABILITES

15.2.2 Probabilités - espaces probabilisés

Définition 15.2.10 .
(Q, A) un espace probabilisable.
On appelle probabilité sur A (ou mesure de probabilité) sur A toute application

A —- R
P telle que :
A — P(4)
1. PQ)=1

2. P est a valeurs positives
3. Y(Ap)nen suite d’éléments de A, telle que Vi, j, i #j= A, NA; =10

+oo +oo

alors P <U An> = Z P(A,) (on dit que P est c—additive)
n=0 n=0

On appelle espace probabilisé tout triplet (0, A, P) ou (2, A) est un espace

probabilisable, et P une probabilité sur A.

Remarque 15.2.11 L’axiome de o—additivité sous entend que la série Z P(A,) converge dans

n
le cas ou les A,, sont disjoints 2 4 2 (ou 2 4 2 incompatibles)

Remarque 15.2.12 Si les événements A; ne sont pas deux & deux disjoints, il se peut que la

série de terme général P(A,) diverge, voir par exemple le cas ot tous les A, sont égauz G un
—+oo

méme événement A de probabilité non nulle. Dans ce cas on notera Z P(4,) =+

n=0

Proposition 15.2.13 Propriétés élémentaires

4. P(0)=0
5. Si Ay,..., A, sontn événements 2 a 2 incompatibles, alors
P (U Ak> = P(4)
k=0 k=0
En particulier, si A et B sont incompatibles, alors P(AUB) = P(A)+ P(B)
6. P(A°) =1—P(A)
7.VAe A, P(A)€][0,1]

8. A et B deur événements quelconques,
alors PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANnB)
9. AC B= P(A) < P(B) et P(B\A) = P(B) — P(4)

En effet
4. Tl suffit de prendre la suite (A,,) définie par 4,, = 0, alors les A,, sont deux & deux disjoints et
de réunion () d’on Z P(D) converge. Or c’est une série de termes constants, donc P(@) = 0.
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5. Ici on prend la suite (A,) définie par Ay = 0 pour k > n + 1 puis P4 et def 2.

6. AUA® = Qet ANA° = (), donc A et A° sont incompatibles, et on applique alors la propriété
P5.

7. pour tout A, P(A) =1 — P(A°), avec P(A) et P(A°) positifs (P2).

8. AUB = AU(B\(ANB)) et ensuite B = (B\ANB)U(ANB) ot B\AN B et AN B sont
incompatibles. On utilise alors deux fois la propriété P5.

9. AC B= B = AU (B\A) événements qui sont incompatibles, et donc, P(B) = P(A) +
P(B\A) donc P(B) > P(A).

15.2.3 Probabilité dans le cas particulier ot () est fini ou dénombrable,

et A="P(Q)

Soit 2 un ensemble au plus dénombrable, A = P () la tribu sur Q et P une probabilité sur
A.
Pour w € Q, notons A, = {w} et p, = P(A,) = P({w}).
Vw,w' w#w = A, N A, =0, donc les A, sont 2 & 2 incompatibles et de réunion €.

Q= |J A, et cette réunion est dénombrable.
weN

we weN weN
Donc {p,/w € O} est une famille sommable de réels positifs et de somme 1.

Réciproquement : Soit (g, )weo une famille de réels positifs sommables de somme 1.

Soit P : Montrons que P est une probabilité.

A - P(A):ZQw
weA

{qw}weq est sommable sur Q donc sur A C €, donc Z q. existe, P est bien définie.

weA
Or Vw € Q, q, >0, donc VA € P(QQ), P(A) > 0.
P(Q) = Z qw = 1 (hypothése sur les qw).
wEeN
+oo
Soit (Ap)new € P(Q)N avec les A; disjoints 2 & 2, et soit B = U Ay. Les A, constituent une
k=0

partition de B. Or la famille {q,} est sommable sur 2 donc aussi sur B C Q. Alors, par le
théoréme de sommation par paquets, cette famille est sommable sur tous les Ay et la série des
sommes sur les A converge, i.e. Vk € N, {qu }wea, sommable, et sa somme vaut par définition

+o0

P(Ag); de plus ZP(Ak) = Z q. = P(B) = P( U Ayp) ce qui achéve de montrer que P est
k=0 weB kelN

une probabilité.

Donc

Théoréme 15.2.14 .
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Si Q est fini ou dénombrable, et A = P(Q), une probabilité P sur (Q, A) s’identifie
via la formule p({w}) = pw d une famille (pw)wea de réels positifs sommables de

somme 1, en posant VA € P(Q Z Dw-
wEA

Exemple 15.2.15 Soit p €]0,1[ et Q@ = N*. On pose pour n € N*, P({n}) = A\p". Déterminer
A en sorte que P ainsi définie soit une probabilité.

Vu le théoréme, P permet de définir une probabilité ssi la famille (Ap™),en+ est sommable de
somme 1.

Oro<p<l= Z p" converge (c’est une famille de réels positifs, c’est donc équivalent & dire
que la famille est sommable) et Z p" = P
n>1 I=p

1—
P est donc une probabilité ssi A = P et donc Vn > 1, P({n}) = (1—p)p" L. on reverra cette

probabilité plus tard.
01’7,
Exemple 15.2.16 ici Q =N et soit 0 > 0. On pose pour n € N, P({n}) = )\— Déterminer \

en sorte que P ainsi définie soit une probabilité.

en
Un rapide calcul montre que A = e~% et donc Vn € N, P({n}) = e‘e—|. Cette probabilité, qu’on
mn.

reverra plus tard se nomme loi de Poisson de paramétre 6

15.2.4 Continuité croissante ou décroissante d’événements

Théoréme 15.2.17 .

1. (Ap)nen une suite d’événements croissante pour linclusion i.e. Vn, A, C
Apngr.
Alors nEmOOP (UOA )
n

2. (An)nen une suite d’événements décroissante pour linclusion i.e.
Vn, Apy1 C Ay,

Alors nEmOOP (ﬂ A )

En effet :

+oo —+oo
1. P (U An> =P (AO U U (Ak\Ak_1)>. Or les A\ Ai—_1 sont disjoints 2 & 2, et disjoints

k=1
avec Ag.
+o0 +oo n
Donc P (UOA,L> = P(Ag) + ]CZP(Ak\Ak_l) = P(Ao) + nEIEMICZP(Ak\Ak—l) =
n= =1 =1

lim P(A,,)
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2. Remarquons que la suite (Ag\Ag) est croissante pour l'inclusion.

+oo
Donc EIE P(A)\A,) =P (U (Ao\Ak)> en vertu de la premiére partie, démontrée, de
k=0

ce théoréme.
Le membre de gauche vaut lim(P(Aq) — P(4,)) car A, C Ao, et donc

lim P(Ag\A,) = P(4o) —lim P(4,)  (1).

n—-+o0o
+oo —+oo
Or on montre par double inclusion (a faire) que : U (Ap\Ak) = Ao\ ﬂ Ap.
k=0 k=0
400 “+o00 “+oo
De plus (1) Ax C Ag donc P(Ag\ () Ax) = P(4o) = P([ ) Ax)  (2).
k=0 k=0 k=0
(1) et (2) permettent de conclure.
Proposition 15.2.18 .
—+oo +oo
Pour toute suite d’événements (A,,) on a : P( U Ap) < Z P(A,,) (en convenant
n=0 n=
+oo ’
que si ZP(AH) diverge alors Z P(A,) =+x)
n=0
En effet :
“+oo “+o0 n—1
U Ay, = AgU( U (An\ U (Ax N An)> ) et tous les événements de la réunion du second membre
n=0 n=1 k=0
n—1
sont incompatibles, et A\ U (ApNA,) C A,
k=0
“+o0 “+o0 n—1 “+o0
Donc P(| J An) = P(Ag)+ ) P (An\ UJ@kn An)>) <> P(Ay).
n=0 n=1 k=0 n=0

15.2.5 Evénements négligeables, presques strs

Définition 15.2.19 .
Soit (2, A, P) un espace probabilisé et A € A.
1. On dira que A est négligeable si et seulement sa probabilité est nulle :
A négligeable < P(A) =0
2. On dira qu’un événement A est presque sir si et seulement si sa probabilité

est égale a 1 :
A est presque sir <= P(A) = 1.

Proposition 15.2.20 .

Une réunion finie ou dénombrable d’événements négligeables est négligeable.
Une intersection finie ou dénombrable d’événements presque sirs est presque sire.

En effet : * On a vu que P(U Ap) < ZP(An). Or si tous les A, sont négligeables, alors

P(A,,) = 0 pour tout n, et donc la somme de la série est nulle, et donc P(U A,) est nulle aussi.

n
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+oo
*SiVn, P(By,)=1alors P(B:) =0 et P( U By) =0 (vu au dessus)
n=0
+o00 +00 ¢ +o00
Or (B, = (U B;) - Donc P([] Ba) = 1.
n=0 n=0 n=0

15.3 Probabilités conditionnelles

15.3.1 Définition

Supposons que les faces paires d’'un dé a 6 faces soient blanches et les faces impaires soient
noires. On lance ce dé. De loin on voit que la face du dessus est blanche ; quelle est la probabilité
que ce soit un 6?7 Tout le monde répondra 1/3 et non pas 1/6. L’information sur la couleur de
la face du dessus a modifié la maniére de calculer les probabilités des événements élémentaires.
Sur = {1,2,3,4,5,6} on attribue la probabilité 0 aux événements élémentaires {1}, {3}, {5}
et 1/3 aux événements {2}, {4}, {6}.

Si on note A I’événement "la face du dessus est blanche", on définit une nouvelle probabilité
notée P4 ou P(-|A) définie par :

1/3 sii=2,4,6

P({i}|A) = ce qui revient a dire que P({i}|A) = M

P(A)

0 sinon

Définition-théoréme 15.3.1 .
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé, et soit A un événement de probabilité non
nulle.

Pour tout événement B de A on pose P(B|A) = Ps(B) =

P(ANB)

P(4)
P4 est une mesure de probabilité sur (2, A), appelée probabilité conditionnelle
relative & A (ou probabilité sachant A)

En effet :
— P4 est une application de A dans R car :
VB e A, AN B € A et donc P(AN B) existe, et donc P4(B) existe et est positif.
PQNA) P(A4)
— P4(0) = = =1
M= ey~ P
— Soit (By,) une suite d’événements disjoints 2 & 2. Alors

+o0 +oo
P(Aﬂ(UB@) P(U(AﬂBn)>
n=0

—+o0
PA( Bn) _ _ n=0
,LLZJO P(4) P(4)
Or (AN B,,) est une suite d’événements disjoints 2 & 2, donc :
+oo
+o0 Z P(AN By) +o0
Py( U B,) = ”ZOT = ZPA(Bn) et donc P4 est bien une mesure de probabi-
n=0 n=0

lité.
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Proposition 15.3.2 .

Soit A et B événements tels que P(A) # 0 et P(B) # 0.
Alors P(AN B) = P4(B) x P(A) = Pg(A) x P(B)

Clair : il suffit décrire les définitions des deux probabilités conditionnelles.

Proposition 15.3.3 .

A et B deux événement de A, tels que P(A) # 0
— ANB=0= P(B|A) =0
— ACB= P(B|4) =1

Clair en revenant & la définition.

15.3.2 Formule des probabilités totales et composées (aussi appelée
formule de intersection).

Définition 15.3.4 .

Systéme complet d’événements

On dit qu’une famille (An)nen d’événements est un systéme complet d’événements
si et seulement si :

1. les événements sont 2 a 2 disjoints i.e. i #j — A;NA; =0

+oo
2. |J4. =2

n=0

En langage ensembliste, ¢’est donc une partition dénombrable de 2 en éléments de A

Remarque 15.3.5 Si (4,,)nen est un systéme complet d’événements de Q alors

+o0 +oo
P <U An> => P(4,) =1

n=0 n=0

Théoréme 15.3.6 .

Formule des probabilités totales

Soit (Ap)nen un systéme complet d’événements tous de probabilité non nulle. Alors
pour tout événement B on a :

—+oo

P(B) = P(B|A,)P(A,)

n=0

En effet : Q = | JA,. Alors P(B) = P(BNQ) = P(BN (| J4,)) = P(J(BN Ay)) Or les A,
sont 2 & 2 disjoigts, donc les BN A,, sont aussi 2 & 2 disjoir;Lts. !

D'oit P(B) =Y P(BNA,)=Y_ P(B|A,)P(A,) Conséquence :
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Théoréme 15.3.7 Formule de Bayes

Soit (An)nen un systéme complet d’événements, tous de probabilité non nulle et
B un événement de probabilité non nulle. Alors pour tout entier k,

_ P(BJAYP(AL)
M) = S~ A pan)

P(BNAy) _ P(B|Ak)P(Ax)

Car P(41B) = =5

+o0 :
> P(B|A,)P(Ay)
n=0

Remarque 15.3.8 Cette formule s’appelle aussi formule de probabilité des causes. En effet, si
les événements Ay sont appelés causes, alors P(Ag|B) est la probabilité que, sachant que B est
réalisé, ce soit Ay qui en soit la cause.

Remarque 15.3.9 Ces deux théorémes restent vrais si, au liew d’une famille dénombrable for-
mant un systéme complet d’événements on a une famille finie formant un systéme complet d’éve-
nements : les démonstrations sont identiques. Dans ce cas, dans les deux théorémes les séries
seront remplacées par des sommes finies.

Exercice 15.3.10 Dans une ville, deux compagnies de tazis opérent : les Verts, qui représentent
85% de la flotte totale, et les Bleus, qui ont les 15% restants. Un accident survient la nuit et
le véhicule impliqué quitte la scéne. Un témoin affirme qu’il s’agissait d’un taxi Bleu. Quelle
est la probabilité que le taxi responsable soit effectivement un Bleu, sachant que la fiabilité des
témoignages dans des conditions analogues a celles prévalant lors de 'accident est évaluée a 80%
(les témoins identifient correctement la couleur du tazi dans 80% des cas, et se trompent dans
20%) ? (Roch Ouellet)

Prenons 2 = {b,v} x {b,v}. Le premier élément de chaque couple indiquant la couleur du taxi
causant l'accident, et le second élément du couple, la couleur annoncée par le témoin.

Notons B I’événement : c’est un taxi bleu qui a causé l’accident, alors B = {b} x {b,v}

Notons V I’événement : c’est un taxi vert qui a causé I’accident, alors V' = {v} x {b,v}

Notons Th I’événement : le témoin a vu une voiture bleue, alors Tb = {b,v} x {b}.

On sait que P(B) = 0,15, P(V) =0,85 et P(Tb|B) = 0,8 et P(TH|V) =0, 2.

On demande P(B|Tb). Terminer la résolution.

Exemple 15.3.11 On dispose de N urnes Uy, Us,..., Uy . Pour i tel que 1 < i < N, l'urne

U; contient b; boules blanches et r; boules rouges. On choisit une urne au hasard et on tire une
N

b
boule de cette urne. Montrons que la probabilité d’obtenir une boule blanche vaut — Z !
N =1 Ty + bz

On pourra commencer par prendre Q = [1, N] x {b,r}

Théoréme 15.3.12 Formule des probabilités composées
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Soit (A;)1<icn une famille d’évéenements telle que P(A1 N ...NA,_1) # 0. Alors

P(() Ai) = P(A1)P(Ag|A1)... P(An| A1 N Ay 0o Apq)
i=1

P(AyNAy) P(AsNAsNA) P(A1NAsN...NAy)

=PATRAY T T P nA) T P NN A )

Eneffet, Pour 1 < j<n—-1, Ain..NA,_1 C A1 N..NA; et donc, toutes les probabilités
intervenant dans ce théoréme ont bien un sens, car les probabilités des intersections A1 N...N A,
sont toutes non nulles. .

La démonstration se fait alors simplement en partant de la seconde ligne (a faire)

Exemple 15.3.13 On dispose de n clés pour ouvrir une porte. On les essaye a tour de role, en
les mettant de coté aprés essai. Quelle est la probabilité que la porte s’ouvre au kiéme essai ?

15.4 Evénements indépendants.

15.4.1 Couples d’événements indépendants.

Soient A et B deux événements de probabilité non nulle. En général, P(A|B) est différent de
P(A). Intuitivement, A est indépendant de B lorsque la probabilité de A est la méme que 1’on
sache que B est réalisé on non, c’est a dire lorsque P(A|B) = P(A), i.e. P(ANB) = P(A)P(B)
Remarquons que cette derniére égalité a encore un sens si P(4) = 0 ou P(B) = 0.

Remarquons aussi que cette derniére écriture est symétrique, donc si A est indépendant de B
alors B est indépendant de A.
Ceci conduit a la définition suivante :

Définition 15.4.1 Evénements indépendants

Soit (2, A, P) un espace probabilisé.
On dit que deux événements A et B sont indépendants pour la probabilité P
lorsque : P(AN B) = P(A)P(B)

Remarque 15.4.2 A et B des événements de probabilités non nulles. A et B disjoints entraine
A et B ne sont pas indépendants.

Clair.

Exemple 15.4.3 On tire une carte d’un jeu de 32 cartes. On note D [’événement "la carte tirée
est une Dame", et T I’événement "la carte tirée est un Trefle’.
Ces deux événements sont-ils indépendants ?

Proposition 15.4.4 .

Soit A, Be A
— A et B sont indépendants <= A et B¢ sont indépendants.
— Si P(A) =1 ou P(A) =0 alors tout événement B est indépendant de A
— Si (A,) est une suite d’événements 2 a 2 incompatibles et si pour tout n,

B est indépendant de A,, alors B est indépendant de UA"
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En effet :

— P(ANB°) = P(A|(ANB)) = P(A)—P(ANB) = P(A)—P(A)P(B) = P(A)(1-P(B)) =
P(A)P(B°) donc A et B¢ sont indépendants. L’'implication directe est donc prouvée.
Pour la réciproque, appliquons cette implication, prouvée, & A et B°. A et B° indépendants
= A et (B°)° sont indépendants, ce qui prouve la réciproque.

— Supposons P(A) =0. Vu que ANB C A alors P(ANB) =0= P(A)P(B)
Si P(A) = 1 alors P(A°) = 0, donc B et A° sont indépendants, donc A et B sont
indépendants.

— Car les A,, étant incompatibles 2 & 2 alors les B N A,, sont incompatibles 2 & 2.

PBn(JA) =P(JBNA)) =Y P(BNA,) (1)
=Y P(B)P(A,) = P(B))_ P(A,)
=PB)P(JA) (2

(on justifiera la derniére égalité de (1) et légalité (2) )

Conséquence 15.4.5 A et B indépendants <= A et B® indépendants <= A€ et B indé-
pendants <= A€ et B¢ indépendants.

15.4.2 Familles d’événements mutuellement indépendants.

Définition 15.4.6 Evénements mutuellement indépendants

Soit (A;)icr une famille d’événements. On dit que les événements sont mutuelle-
ment indépendants si et seulement si, pour toute suite finie A,,, .., A;, d’événe-
ments distincts on a :

P([) 4i,) = P(A;,)...P(A;,)
k=1

Remarque 15.4.7 Si n événements sont mutuellement indépendants, alors ils sont 2 a 2 in-
dépendants. Mais la réciproque est fausse : des événements 2 4 2 indépendants me sont pas
nécessairement mutuellement indépendants.

Exemple 15.4.8 Traduire le fait que les 3 événements A, B et C' sont mutuellement indépen-
dants.

Exemple 15.4.9

On lance deux fois un dé cubique parfait. On considére les événements suivants :
A : le premier nombre obtenu est pair
B : le second nombre obtenu est impair
C : la somme des 2 nombres obtenus est paire.
Montrons que ces événements sont 2 & 2 indépendants.
0 ={1,2,3,4,5,6}% et Card Q = 36.
3x6

1
A=1{2,4,6} x{1,2,3,4,5,6} et donc P(A) = 36 3
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B ={1,2,3,4,5,6} x {1,3,5} et donc P(B) = 6;63 = %

C =1{2,4,6} x {2,4,6}U{1,3,5} x {1,3,5} et donc P(C) = % = %
ANB ={2,4,6} x {1,3,5} et donc P(ANB) = % = i = P(A)P(B)

ANC ={2,4,6} x {2,4,6} et donc P(ANC) = % = i = P(A)P(C)

BNC ={1,3,5} x {1,3,5} et donc P(BNC) = % = i = P(B)P(C)

Donc ces 3 événements sont deux & deux indépendants.
Mais ANBNC = et donc PLANBNC) =0 # P(A)P(B)P(C) : ces 3 événements ne sont
pas mutuellement indépendants.
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Chapitre 16

Variables aléatoires discrétes

Contents
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16.6 Fonctions génératrices . . . . . . . .. v v v v ittt vttt 211

16.1 Variables aléatoires discrétes.

16.1.1 Préliminaires : rappel sur les images réciproques.

Définition 16.1.1 Soit X : E — F une application.
Pour B C F (ou B € P(F)) l'image réciproque de B par X est par définition le sous ensemble
de E noté X~Y(B) = {e € E/X(e) € B}

Exemple 16.1.2 — Pour X : R — R définie par x — x*. Donner X ~1([1,4])
— X = sin. Déterminer X 1([0,1])

Proposition 16.1.3 Avec les mémes notations
1. X7 Y0) =0
2. X YF)=F
3. A=X"YB)» X(A) =B

195
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6. X Y(\B:) = X""(By)

el el

Pour 3) : X : x — 22, Alors X 1([—4,4]) = [-2,2], mais X([-2,2]) = [0,4] € [~4,4]
Démontrons 6) (faire les autres)
ec X Y(\Bi) < X(e)e (B <= Viel, X(e)€B; <= Vicl, ec X '(B))
iel iel
= ec (X (B
iel

16.1.2 Variables aléatoires.

En fait, définir '’ensemble €2 de tous les résultats possibles de I’expérience peut étre compliqué.
Dans la pratique, ce qui nous intéresse quand on a une expérience aléatoire, c’est de quantifier
certaines valeurs qui dépendent de I’expérience.

Pour (2, A, P) donné, une variable aléatoire est une fonction X : Q@ = F |, w — X (w).

Par exemple, lors d’un lancer de piéces, ce qui va nous intéresser ce peut étre le nombre de Piles.
Lors du tirage de boules dans une urne, on va s’intéresser au nombre de boules d’une certaine
sorte.

En fait, trés souvent, ce n’est pas 'expérience aléatoire qui nous importe, mais certaines valeurs
liées & cette expérience quantifiable.

Cette approche est trés féconde.

Remarque 16.1.4 Mauvais choiz de vocabulaire : une variable aléatoire n’est pas une variable,
mais c’est une fonction.

L’énorme intérét de cette approche c’est que pour X variable aléatoire, I’espace X (§2) est connu
et simple (sous-ensemble de R ou de R? ou de Z) alors que (2 est un ensemble souvent difficile
& décrire, voire trés abstrait.

Plutot que de travailler sur I'espace (2,4, P) on va s’intéresser a la probabilité que certaines
valeurs de X soient réalisées.

Notation 16.1.5 Pour B C F on notera (X € B) = {w € Q/X(w) € B} = X~ }(B).

La définition d’une variable aléatoire ci-dessus n’est pas compléte. En effet, pour que P(X € B)
ait un sens il est nécessaire que {w € /X (w) € B} = X~1(B) € A.

Proposition 16.1.6 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et X : Q — F.
Notons F = X (Q). L’ensemble B des parties B de F telles que X ~*(B) € A est une tribu sur
F.

En effet

X 1(F)=Q€eAdonc FeB

- Si B € Balors X }(B¢) = (X~1(B))¢ € A donc B¢ € B.

- Soit (By)nen une suite d’éléments de B. Alors X ~1(|JB,) = X !(B,) € Aet donc | B, € B.

Ceci conduit & la définition suivante :
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Définition 16.1.7 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (F,B) un espace probabilisable.
Une variable aléatoire X de 2 dans F est une application X : Q) — F telle que

VBeB, X '(B)e A

16.1.3 Variables aléatoires discrétes.

On se limitera cette année au cas ou espace image X (Q2) est fini ou dénombrable. Dans ce
cas, la tribu sur X (Q) est P(X(Q)).

Définition 16.1.8 Soit F' un ensemble et (2, A) un espace probabilisable.
On appelle variable aléatoire discréte définie sur (), A) toute application X de Q dans F
telle que :

— X(Q) est fini ou dénombrable

— Vre X(Q), X '({z}) e A
Si X(Q) est fini on dit que X est une variable aléatoire finie
Si X(Q) est infini et dénombrable on dit que X est une variable aléatoire discréte infinie
Si F' est une partie de R on dit que la variable aléatoire discréte X est réelle.

Notation 16.1.9 e Soit X une variable aléatoire discréte sur (Q, A). Pour B C X (§2) l’ensemble
X~1(B) ={w € Q/X(w) € B} se note (X € B). Donc (X C B) = X" }(B) = {we Q/X(w) €
B}.

e D'ou, pour x € F, (X = {z}) = {w € Q/X(w) = z}. Pour alléger les notations cet ensemble
se notera (X =) = X *({z})

e De méme si X est une variable aléatoire réelle on note (X < z) = {w € Q/X (w) < z}

Proposition 16.1.10 Les évenements (X = x)ycx(q) forment un systeéme complet d’événe-
ments de Q.

car ...

Proposition 16.1.11 Soit X une variable aléatoire discréte et f une fonction définie sur X(Q)
a valeurs dans R. Alors Y = foX est une variable aléatoire discréte réelle, notée f(X).

En effet, X (Q) étant au plus dénombrable, alors Y (€2) aussi.
Soit y € Y(Q), alors
(V=9 ={we/fXw)=y}={we/Xwef (= U =2
z€f~1({y})
Or f~1({y}) est une partie de X () donc, est au plus dénombrable, alors (Y = y) est une réunion
au plus dénombrable d’éléments de la tribu A, c’est donc un événement.

Remarque 16.1.12 En particulier si X est une variable aléatoire réelle discréte, la fonction X?
est aussi une variable aléatoire, de méme que 2X + 3 ou X ou |X]|. .

16.1.4 Loi d’une variable aléatoire discréte.

Soit (2,4, P) un espace probabilisé et X une variable aléatoire discréte définie sur Q2. On
sait donc que X () est fini ou dénombrable.

Définition 16.1.13 Soit X une variable aléatoire discréte sur (2, A, P). On définit la fonction
Px sur P(X(Q)) par

o [POX@) )
*\B — Px(B) = P(X € B)
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Cette application est appelée loi de probabilité de X. C’est une probabilité sur (X (), P(X(2))).

En effet :
— Px(X(Q)) = P(X_l(X(Q))) =PQ)=1
— Pour B E P(X(Q) PX(B) P(X~Y(B)) € [0,1].
— Smt Bp)nen € P(X(Q))N avec les B,, deux & deux disjoints.

: ( Y ))ﬁ(@f%»)

Les ensembles X~ sont deux & deux d1s101nts car les B,, sont deux & deux disjoints.
Donc Px( UB ZP )):ZPX(B )
n=1 n=1

Remarque 16.1.14 En pratique, Px est plus facile & caractériser que P car F = X(Q) est
connu et simple. C’est ¢a qui fait l'intérét de cette approche en loi.

Conséquence 16.1.15 Important :
Pour déterminer la loi de X on détermine les valeurs x; susceptibles d’étre prises par X puis les
probabilités p; = P(X = x;).

Conséquence 16.1.16 Soit X wune variable aléatoire réelle discréte définie sur ) et notons
X(Q) ={x;/i € I} avec I au plus dénombrable et les x; deuzx a deuz distincts
Alors Vi€ I,pi>0 ety p; =1 otp =P(X =)
il
Notation 16.1.17 La mesure de probabilité Px ainsi définie, appelée loi de X est aussi notée
L(X).
Si X a une loi de probabilité L on écrira X ~ L
Si deux variables aléatoires X et'Y suivent la méme loi, on notera X ~Y

Exemple 16.1.18 On lance deuz fois un dé parfait. On note X la somme des résultats obtenus.
Quelle est la loi de X ?

Ici Q = {1,2,3,4,5,6}2 et X(Q) = {2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

L’événement (X = 4) se produit ssi w € {(1,3),(2,2),(3,1)}. Chacun des couples est de proba-
1 3 1

bilité 36 donc P(X =4) = %13

En raisonnant de la méme maniére on obtient la loi de X, présentée dans le tableau ci dessous :

P(X =x)|1/36 | 2/36 | 3/36 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36

et par exemple, (X = 8) = {(27 6)a (3’ 5)7 (4a 4)’ (57 3)a (67 2)}

Exemple 16.1.19 On lance un dé autant de fois que nécessaire. On note X la variable aléatoire
égale au nombre de lancers nécessaires pour obtenir pour la premiére fois le chiffre 6. Donner la
loi de X
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Soit n € IN*. Notons p, = P(X = n). Notons Sy I’événement : le kiéme lancer donne 6, et Ny

I’événement : le kiéme lancer ne donne pas le chiffre 6 (N, = S5). Pour tout i, P(S;) = 5 et

P(N:) = %
Les lancers sont indépendants, donc les .S; et les IV; sont indépendants.

1
P(le)zp(sl)zg

5 1
P(XZQ):P(NlmSQ):P(Nl)P(SQ):6 5T @
5 1 5” !
= Xl 1R 1

Remarquons que ;pn = ; o~ & z:: < ) 75 = 1. Donc la probabilité que

1 _ 2
6

X = 400, c’est & dire que le la probabilité que le jeu ne s’arréte jamais est nulle.

On reverra cette loi de probabilité plus tard.

Remarque 16.1.20 Deuzx variables aléatoires distinctes peuvent avoir la méme loi. La connais-
sance de la loi ne permet pas de reconstituer la variable aléatoire.

Par exemple, dans ’exemple ci-dessus, notons Y le nombre de lancers nécessaires jusqu’a 1’ap-
parition du chiffre 3. X et Y ont la méme loi. Mais la connaissance de cette loi ne permet pas
de retrouver la variable aléatoire : si on sait qu’une var a cette méme loi, rien ne permet de dire
si Z =X ou Z =Y ou Z est une autre variable aléatoire.

16.2 Lois usuelles.

16.2.1 Rappels : loi uniforme, loi de Bernoulli, loi binomiale

Définition 16.2.1 Soit X une variable aléatoire telle que X () est un ensemble fini de cardinal
n.

Notons X () = {a1,az, ...,an} ot les ai, sont distincts 2 a 2.

X soit une loi uniforme sur (X (2)) si et seulement si

Vk e {l,..,n},Vie{l,..,n}, P(X =a;) =P(X =a;)

SRS

Dans ce cas, Yk € {1,2,..,n}, P(X =a;) =

X soit une loi uniforme sur un ensemble de cardinal n se notera X ~ U, ou L(X) =U,.

L’exemple type d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme est celui ot X désigne le résultat
d’un lancer de dé.

Définition 16.2.2 X suit une loi de Bernoulli de paramétre p ssi X () est de cardinal 2,
en général X(Q) ={0,1} et P(X =1)=p et donc P(X =0)=1—-p=q
X soit une loi de Bernoulli de paramétre p se notera X ~ B(1,p) (voir Binomiale)

L’exemple type d’une variable aléatoire suivant une loi de Bernoulli est celui d’une expérience a
2 issues, le succes (X = 1) et ’échec (X = 0). Le paramétre p est la probabilité du succes de
I’expérience.
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Définition 16.2.3 X suit une loi binomiale B(n,p) de paramétres n et p avec 0 < p < 1
si et seulement si :

X(Q) =1{0,1,..,n} et Vk € [[0,n]], P(X =k) = (Z)pk(l —p)nk

X suit une loi binomiale de paramétres n et p se notera X ~ B(n,p)

C’est bien une loi car en utilisant la formule du binome,
n

n
P(X =k) = ")’“1- ek (p+1-—p)" =1
> ree=p kzzo(km P = (1)
Le schéma d’une expérience débouchant sur une loi binomiale : on considére une expérience
pouvant déboucher soit sur un succés avec la probabilité p, soit sur un échec. On répéte n fois
cette expérience, les expériences étant indépendantes. X désignera le nombre de succés. Alors
X ~ B(n,p)

Par exemple, un lancer de dé n fois, avec X la variable aléatoire décomptant le nombre de "5"
sortis.

Alors X ~ B(n,1/6)

Remarquons qu’une loi binomiale de paramétre 1 et p est en fait une loi de Bernoulli, ce qui
justifie la notation B(1,p) pour la loi de Bernoulli.

16.2.2 Loi géométrique

Définition 16.2.4 Soit p €]0,1]
On dit qu’une variable aléatoire X suit la lot géométrique de paramétre p si et seulement si

XQ)=NetVk>1, PX=k)=1-p  p=¢"poig=1-p

X suit une loi géométrique de paramétre p se notera X ~ G(p)

C’est bien une loi car :

+o00 +o0
ZP(X =k)= Z(l —p)fp (Remarquons 0 <1 —p < 1= Z(l — p)" converge ).
k=1 k=1

+o00 400 +oo
_ 1
e —~ Pt 1—(1-p)

Le schéma d’une expérience débouchant sur une loi géométrique : on considére une expérience
pouvant déboucher soit sur un succés (noté S) avec la probabilité p, soit sur un échec (avec
la probabilité ¢ = 1 — p). On répéte cette expérience, les expériences étant indépendantes (i.e.
on répéte des expériences de Bernoulli jusqu’a l’apparition du premier succés). X désignera le
nombre d’épreuves effectuées jusqu’au premier succés. On dit que X est le temps d’attente du
premier succes.

X suit une loi géométrique : vérifions le

Soit A I’événement "S est réalisé au cours de la kiéme épreuve". On a dit que les épreuves sont
indépendantes, donc les A le sont aussi.

Pourn > 1, P(X =n) = P(A{N...NAS_ NA,) = (1—p)" !p (pour n > 2)

P(X =1)=P(A1) =p = (1-p)°p. Cqfd

C’est ce qu’on avait fait dans ’exemple 16.1.4
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Remarque 16.2.5 p=P(X =1)

Théoréme 16.2.6 Soit X une variable aléatoire telle que X (2) = IN*.
X suit une loi géométrique si et seulement si

V(k,n) € N*2 P(X >n+k|X >n)=P(X > k) et P(X =1) €)0,1]
Dans ce cas, le paramétre de la loi géométrique est p = P(X = 1)

En effet, e P(X =1) =p €]0,1]
e Supposons que X suit une loi géométrique de paramétre p. Evaluons P(X > j) avec j € IN*.

+oo
(X >j)= U (X =1) et les événements (X = ¢) sont disjoints 2 & 2.
i=j+1
o0 —+oo
P(X >j)= Z (1—p)tp= pZ(l — p)*. On reconnait le reste d’une série géométrique.
i=j+1 1=j

—p)J
Done P(X > j) = p—L—P)

m =(1 _P)j-
" n n - n+k
Aors P(X > n 4 KX > n) — P((X >P&kir;)(x >n) _ P(];X(;>;LL)/€) _ (1(1 _p;)n _

(1—-p)k = P(X > k).
e Réciproquement. Vues les hypothéses, en reprenant le calcul du dessus,

Wkon) € N2, P(X > n+ k|X > n) = 20X >Z&kir;)(X >m) _ Pg;:;“ - P(X >
k).

Donc P(X >n+k)=P(X >n)P(X > k)

Posons p = P(X = 1), alors p €]0, 1].

P(X>1)=1-P(X =1)=1—p car P prend ses valeurs dans IN*

donc P(X >1+k)=P(X >1)P(X >k)=(1—-p)P(X > k).

Donc la suite (P(X > k))j est une suite géométrique de raison (1 — p) donc

Ja tel que P(X > k) = a(l —p)*

Or P(X >1)=1—-pdonca=1etdoncVk>1, P(X >k)=(1-pk.

On termine en remarquant que pour k > 1,
PX=k)=Plk-1<X<k)=PX>k-1)-PX>k) =1-pkt—(1-p*=p(1-pr!
Cette formule est encore vraie pour k = 1 et donc, X suit effectivement une loi géométrique de
paramétre p = P(X = 1).

Conséquence 16.2.7 Si X suit une loi géométrique, alors V(k,n) € N*2, P(X > n+ k) =
P(X >n)P(X > k)
16.2.3 Loi de Poisson

Définition 16.2.8 Soit A > 0.
On dit qu’une variable aléatoire X suit une loi de Poisson de paramétre A si et seulement si :

—A\n
X(Q) = N et P(X =n) = &2

n!

X suit une loi de Poisson de paramétre \ se notera X ~ P(\)
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e A\ Ke XA
, . . - Y AN
C’est bien une loi car la série — converge et — = p=e el = 1, ce
n=0 n=0

qui était attendu.

Théoréme 16.2.9 Approximation de la lot binomiale par la loi de Poisson
Soit (X,)nen une suite de variables aléatoires telles que
Vn e N, X,, ~ B(n,p,) avec limnp,, = A > 0.

n

)\k
AlorsVk € N, lim P(X, =k)=e
n—~+00 k!

Dans ce cas on dit qu’on peut approzimer la loi binomiale B(n,py) par la loi de Poisson P(X)
o A= lim np,.
n—-+o0o

. A .
En effet : limnp, = A = p, = O(=) et donc lim p,, = 0.

n n
P(X,=k)= (Z)p’fl(l — )" k. Or (1 —p,)"F = e(n=Fk) In(1—pn)
Mais limp,, = 0 = (n — k) In(1 — p,,) ~ (n — k)(—=pp) ~ =\, donc lim(1 — p,)" % = ¢~

DY

n! _ e
P(X, =k)~ mpﬁe A~ Wn(n—l)...(n—k—l—l)pﬁ. Or n(n—1)...(n—k+1)pk ~ nkpk

—A
car k est un entier fixé, donc finalement lir}rl P(X,=k)= ek—')\k.
n—-+0o0 .

En pratique, on approxime souvent une loi binomiale B(n,p) par une loi de Poisson P())
avec A = np lorsque n est assez grand (n > 50) et np pas tres grand (np < 15).

Exemple 16.2.10 Dans une population, la probabilité qu’une personne soit atteinte par une
maladie M est de 1%. Evaluer la probabilité pour que sur un échantillon de 500 personnes il y
en ait exactement 7 qui soient malades ?

16.3 Couples de variables aléatoires, variables aléatoires in-
dépendantes

16.3.1 Introduction

Définition 16.3.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et X et Y deux variables aléatoires
réelles discréetes définies sur )
On appelle couple (X,Y) Uapplication de Q2 dans R? définie par

Vw e, (X,Y)(w) = (X(w),Y(w))
Le couple (X,Y) est une variable aléatoire discréte sur Q

En effet, 'ensemble image est inclus dans X () x Y(2) qui est au plus dénombrable, comme
produit cartésien de deux ensembles au plus dénombrables; de plus V(z,y) € X(Q2) x Y (),
(X,Y) = (z,y) ={w e Q/X(w) =zetY(w) =y} = (X =2)N (Y = y) intersection de 2
événements de €2, donc est dans A.

Définition 16.3.2 On appelle loi conjointe du couple (X,Y) la loi du couple Z = (X,Y)
entierement déterminée par la donnée de (p; ;)icr jes
ou pij = P(Z = (xi,y;)) = P(X = 2)N(Y =y;)) et X(Q) = {a;/i € I} et Y(Q) ={y;/j € J}
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Conséquence 16.3.3 Z i =1
(4,7)€IXJ

Dans le cas ou X et Y sont finies, alors la loi du couple est souvent donnée sous forme d’un
tableau & double entrée.

Exemple 16.3.4 On lance un dé autant de fois que nécessaire. On note X le numéro d’ap-
parition du premier 6, et Y le numéro d’apparition du premier 1. Déterminer la loi du couple
(X,Y).

Remarquons d’abord que X et Y ne peuvent pas prendre la méme valeur.
Donc pour n > 1, P((X,Y) = (n,n)) = 0.

4 k—1 1 5 n—k—1 1
Justifier que pour & < n alors P((X = n)N (Y = k)) = (6) (6) (6) (6) =

5n72 4 k—1
o (5)

Idem pour k > n alors P((X =n)N(Y =k)) = <§>n1 (é) (2>k”1 (é) _ 527;2 (§>n1

16.3.2 Lois marginales

Définition 16.3.5 Les var X etY sont appelées variables marginales du couple (X,Y)
La loi marginale de X est la loi de la variable aléatoire X du couple (X,Y).

Proposition 16.3.6 Supposons connue la loi du couple (X,Y), on retrouve la loi de X en

déterminant
P(X=2)=) pij
jeJ

En effet Pensemble des (Y = y;) quand j décrit J est un systéme complet d’événements. Alors
la formule des probabilités totales conduit a Vi € I, P(X = z;) = Z P(X=z)NY =y,)) =

jeJ
E Dij

jeJ

Remarque 16.3.7 Si la loi du couple (X,Y) est présentée dans un tableau dans lequel I’élément
pi,; est situé ligne i colonne j, alors P(X = x;) est la somme des éléments de la ligne i, de méme
que P(Y =y;) est la somme des éléments de la colonne j.

Remarque 16.3.8 Mais la connaissance des lois de X et de Y ne suffit pas pour connaitre la
loi du couple (X,Y).

En effet Soit X la variable aléatoire correspondant au nombre de Pile lors de 4 lancers indépen-
dants d’une piéce, et Y la variable aléatoire correspondant au nombre de Face obtenus lors de
ces lancers, c’est & dire Y = 4 — X. Y a la méme loi que X (& vérifier). Déterminons la loi du
couple (X,Y) : pour (i,5) € {0,1,2,3,4}2, si j # 4 — i alors P((X,Y) = (i,j)) = 0, et sinon,
P(X,Y)=(i,4—i)=P(X =)= ()($)%

Notons X’ = X alors bien évidemment Y et X’ ont la méme loi.

Par contre la loi de (X, X”) est telle que pour (i, ) € {0,1,2,3,4}2,

sii# jalors P((X,X’) = (i,7)) = 0. Les couples (X,Y) et (X, X’) n’ont pas la méme loi.
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Exemple 16.3.9 Reprenons l'exemple 16.3.4

On connait par ailleurs la loi de X et de Y : X ~ G(1/6) et Y ~ G(1/6)
Retrouver la loi de X en cherchant la loi marginale X du couple (X,Y)

16.3.3 Loi conditionnelle

Définition 16.3.10 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes réelles définies sur
(Q, A, P) et soit x € R tel que P(X =x) #0

On note B = P(Y(Q)). Alors Uapplication B — [0, 1] définie par B — Pix—,)(Y € B) est une
probabilité sur (Y (), B) appelée loi de Y conditionnée par (X = x).

P(X =2)n(Y =y)))
P(X =1x) '

Remarque 16.3.11 Ainsi Px—,)(Y = y;) =

Remarque 16.3.12 Px_,)(Y =y;) se note aussi P(Y = y;|X = x)

Exemple 16.3.13 Une urne contient 4 boules numérotées de 1 a 4. On tire successivement et
sans remise 2 boules. On note X1 le numéro de la premiére boule tirée et Xo le numéro de la
seconde. On note Y le maximum des numéros des boules 1 et 2.

Donner la loi du couple (X1, X3), la loi marginale de Xs, la loi du couple (X1,Y), la loi de Y,
la loi de (X2,Y) , et enfin la loi de X, sachant que (Y = 3).

16.3.4 Couple de variables indépendantes

Définition 16.3.14 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires discrétes sur . On dira que
X etY sont indépendantes

= VY(z,y) € X(Q) xY(Q), les événements (X = xz) et (Y =vy) sont indépendants, i.e.

= Y(z,9) € X(Q) x Y(Q), P(X =2)N (Y =y)) = P(X =2)P(Y =y)

Exemple 16.3.15 En reprenant l’exemple 16.3.13 on constate que le couple (X1, X3) ne prend
pas toutes les valeurs de X1(Q) x X5(Q), et donc X1 et Xo ne sont pas indépendantes (ce qu’on
pouvait deviner). Autre maniére de voir, P((X; =n)N(Xy =n)) =0+# P(X; =n)P(Xy =n).

Exemple 16.3.16 On lance un dé autant de fois que nécessaire. On note X le numéro de la
premiére apparition du 6. On note Y le nombre de lancers nécessaires aprés la premiére apparition
du 6 pour voir apparaitre un 1. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ¢

car ...

Proposition 16.3.17 Si X et Y sont des variables aléatoires sur 2 indépendantes, alors pour
toute partie A C X () et toute partie BCY (), P(X € A,Y € B)=P(X € A)P(Y € B)

Car (X € AY € B) = U (X =2)Nn (Y =vy)); les événements (X = z) N (Y = y)) sont
(z,y)€EAXB
disjoints 242, donc P(X € A,Y € B)= Y P(X=z)n(Y =y))
(z,y)€eAXB

= Y PX=x)PY =y => > P(X =a)PY = y). Donc, par le corollaire du
(z,y)EAXB z€A yeEB
théoréme de Fubini, P(X € A,Y € B)=Y P(X =x) Y P(Y =y) = P(X € A)P(Y € B)
T€A yeB
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16.3.5 Suites de variables aléatoires discrétes indépendantes

Définition 16.3.18 Soient X1, ..., X, n variables aléatoires discrétes définies sur Q2. On dit que
ces variables aléatoires sont mutuellement indépendantes
ssiVry € X1(),...,Vo, € X (Q), les événements (X1 = x1), ..., (Xn = x,) sont indépendants

n

58 Vo1 € X1(Q), ..., Van € Xp(Q), P(Xy =21) NN (X = 2)) = [[ P(Xk = )
k=1

Donc

Proposition 16.3.19 Soit X1, ..., X,, n variables aléatoires discrétes définies sur Q0 mutuelle-
ment indépendantes, alors

pour tout Ay C X1(Q),..., A, C X,(Q), P (ﬂ (X € Ak)> =[] P(Xx € Ax)
k=1 k=1

Par récurrence a partir de la propriété 16.3.17

Définition 16.3.20 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires sur Q. On dira que ces
variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si et seulement si, pour tout entier n, lesn
variables aléatoires X1, ..., X;, sont mutuellement indépendantes, ce qui est équivalent a dire que
toute famille finie extraite de la suite est constituée de variables mutuellement indépendantes.

Théoréme 16.3.21 Si X4,..., X,, sont des variables aléatoires sur Q mutuellement indépen-
dantes, alors pour tout m € [1,n — 1] et pour toute fonction f et g, les variables aléatoires
f(Xq, ., X)) et (X1, .., Xpn) sont indépendantes.

Théoréme admis.

Une idée de la démonstation dans le cas de 2 variables : X et Y deux variables indépendantes,
alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

En effet, f définie sur X () & valeurs dans R et g définie sur Y (§2) & valeurs dans R. Notons
X' =f(X)et Y =g(Y). Soit ' € X'(Q2) = f(X(Q) et ¢/ € Y'(Q) = g(Y(2)).

(X' = o) = {w € Q/f (X (@) =o'} = (X € f~1({a'}) et de meme (V' =3/) = (¥ € g~ ({y/}).
Alors P(X'=2")n(Y'=¢)=P(X € f1({2'}) N (Y € g7 ({¢'}). L'indépendance de X et
Y conduit alors a I'indépendance de X’ et Y.

Une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes permet de modéliser la répétition
indépendante d’une méme épreuve, par exemple un jeu infini de Pile ou Face est modélisé par une
suite (X, )nen de variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi de Bernoulli 5(1,1/2).
La question qui se pose alors : est-on certain qu’il existe toujours un espace probabilisé associé
a cette suite infinie dénombrable d’expériences ? On en a construit un dans le cas du jeu de Pile
ou Face. Mais dans d’autres situations ? La réponse est positive, en vertu du théoréme suivant :

Théoréme 16.3.22 Soit (X,,),cn une suite de variables aléatoires indépendantes. Notons (2, An, Py)
Despace probabilisé associé a4 X,, et notons Q ensemble des suites (wy)nen telles que pour tout

n, wy € Q. Alors il existe une tribu A de Q) et une probabilité P sur ) telle que
n

vn > 0,Vzq,...,x, € R", P (m (Xk = xk)) = H Pk;(Xk = .’L'k)
k=1 k=1

Ce théoréme est admis (hors programme)
C’est ce théoréme qui valide la démarche employée dans ce cours sur tout ce qui concerne les
jeux infinis (lancers de dés etc)
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16.4 Espérance, variance

16.4.1 Espérance d’une variable aléatoire

Vous avez vu en premiére année la définition de ’espérance d’une variable aléatoire finie. On
va maintenant généraliser aux variables aléatoires discrétes

Définition 16.4.1 .

1. Soit X une variable aléatoire réelle discréte a valeurs positives. L’espérance de X est la

somme, finie ou +0o égale 4 E(X) = Z xP(X =)
z€X(Q)

2. Si X est a valeurs réelles, on dira que X est d’espérance finie si et seulement si la famille
(P(X = z))zex(q) est sommable.
Dans ce cas, sa somme est appelée espérance de la variable aléatoire réelle discréte X, notée
E(X)= ) aP(X=u).

z€X(Q)

3. On dira que la variable aléatoire réelle discréte est centrée si et seulement si elle est d’es-

pérance nulle.

Remarque 16.4.2 Si X(Q) = {z,,n € N} alors X est d’espérance finie si et seulement si la
série ZmnP(X = x,,) est absolument convergente.
n

Remarque 16.4.3 Une variable aléatoire discréte bornée est d’espérance finie

car si M est un majorant de |X| alors Vz € X(Q), [xP(X = z)| < MP(X = z) et on sait que la
famille (P(X = x)),ex (o) est sommable de somme 1.

Exemple 16.4.4 Soit X une variable aléatoire telle que X (2) =N ou Vn € N,

1
P X=n)=—————
( ) (n+1)(n+2)
son espérance.

. Aprés avoir vérifié qu’il s’agit bien d’une variable aléatoire réelle discréte étudier

Exemple 16.4.5 Calculer l’espérance de la variable aléatoire X définie par la somme des faces
lors du lancer de 3 dés.

16.4.2 Propriétés de ’espérance

Proposition 16.4.6 Linéarité

X etY deuzx variables aléatoires réelles discrétes d’espérances finies.

Alors Vo, € R, aX + BY est d’espérance finie et E(aX + 8Y) = aE(X) + BE(Y)
Cas particulier : aX + (3 est d’espérance finie et E(aX + 8) = aE(X) +

En effet : Cas de la somme de deux variables aléatoires

e (1) Montrons que la famille ((z+y)P(X = z,Y = 9))@,y)ex (@) xy(Q) est sommable et calculons

sa somme.

ety P(X =2, =y) <|z| P(X =2,V =y) + [y| P(X =2,V =y).

Or |J (X=2)n(¥ =y)=(X==2).Donc Y [|2[P(X =Y =y)=|z| P(X =),
yeY () yeY ()

Pour finir, X étant d’espérance finie, la famille (|z| P(X = x)),cx(q) est sommable.
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On fait de méme pour |y| P(X =z,Y =y),
on conclut donc que la famille ((z +y)P(X = 2,Y = y))(2.y)ex(@)xy(Q) est sommable.
De plus en reprenant maintenant le méme raisonnement mais sans les valeurs absolues, on déduit
que

> (x+y)P(X =z,Y =y) = B(X)+ E®Y)
(z,y)EX(Q)XY(Q)
e (2) Maintenant qu’on sait que la famille ((z 4+ y)P(X = 2,Y = y))(z.pex@)xy(Q) est som-
mable, on va la sommer en choisissant une autre partition :
Notons A, = {(z,y) € X () x Y (Q)/xz +y = z}. Ces ensembles (A.).cz(o) forment un systéme
complet d’événements de X (2) x Y (2)

Notons Z =X +Y.(Z=2)= U ((X =2) N (Y = y)) réunion disjointe, donc

(z,y)€A.
P(Z=2z)= Y  P(X=x)n(Y =y)) et donc pour z € Z(),
(z,y)EA.
P(Z=2)= Y (z+yP(X=2)n(Y =y))
(w,y)eAz
Ainsi E(X) + E(Y) = > (x+y)P(X =2,V =vy)

(z,y)EX(Q)XY ()

= > D @+yP(X=a)n(Y=y)= > 2P(Z=z2)=E(Z)=EX+Y)

2€Z(Q) (w,y)EA: 2€7(Q)
e Pour ce qui concerne aX,
si a est nul alors la variable aléatoire réelle discréte est nulle, donc E(aX) =0 = aE(X).
Sia#0, PlaX = ar) = P(X = z). X est d’espérance finie, donc la famille (zP(X = z)),ex ()
est sommable et donc la famille (azxP(X = x))zex () est sommable,
avec axP(X = x)) = axP(aX = azx)), donc aX est d’espérence finie et E(aX) = a«E(X).
e Cas particulier : il suffit de calculer E(Y") dans le cas ou Y est la variable aléatoire réelle discréte ne
prenant que la valeur 1. Alors P(Y =y) =0siy# let P(Y =1)=1,dou E(Y) = 1.

Proposition 16.4.7 Positivité et croissance

Soit X etY deuz variables aléatoires réelles discrétes d’espérances finies.
a. Si X(Q) C Ry alors E(X) 20

b. X <Y = E(X) < E®Y)

a. BE(X) = Z xP(X =z) avec x > 0, donc E(X) > 0.
zeX ()
b X<Y =Y -X>0=E(Y -X)>0= E(Y)-EX)>0

Proposition 16.4.8 Comparaison
Soient X et'Y deux variables aléatoires réelles discrétes .
Si | X| <Y avec Y d’espérance finie, alors X est d’espérance finie.

Car pour z € X(Q),
@ P(X =z)=z| Y P(X=2)n(Y=y)< > yP(X=2)N( =y))
yeY (Q) yeY ()

Or la famille ((X = )N (Y = y)),ex (o) constitue une partition au plus dénombrable de (Y = y).
Donc Y [yl P(X = 2)n (Y =y)) = |y| PV = y) et la famille (|y| P(Y = y))yey(q) est

z€X(Q)
sommable car Y est d’espérance finie. Donc par le théoréme de sommation par paquets, la famille
(Yl P(X =2) N (Y =9)) (z,y)ex@)xy(Q) est sommable et donc la famille
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( Z ly| P(X = 2) N (Y = y)))zex(q) est sommable, d’ott la famille (|z| P(X = x)),ecx (o) est
yeEY ()
sommable, i.e; X est d’espérance finie.

Théoréme 16.4.9 Théoréme de transfert
Soit X wune variable aléatoire réelle discréte et soit f une fonction définie sur X () a valeurs
dans R.
f(X) est d’espérance finie si et seulement si la famille (f(x)P(X = x))ex(q) est sommable.
Dans ce cas, E(f(X)) = Z f(z)P(X =x)
zeX(Q)
Démonstration non exigible.
La démonstration repose sur le méme genre d’arguments que celle sur la linérité de ’espérance.

Proposition 16.4.10 Inégalité de Markov
Soit X une variable aléatoire réelle discréte positive et d’espérance finie.

AlorsVt >0, P(X > t) < E(tX)

En effet : E(X) = Z zP(X =2z) > Z zP(X =)
z€X (D) zeX(Q) et x>t
E(X)>t Y  PX=z)=tP(X>t)
TEX(Q) et z>t

16.4.3 Espérance du produit de variables aléatoires indépendantes

Théoréme 16.4.11 Produit de 2 variables indépendantes
Soient X etY deuz variables aléatoires réelles discrétes indépendantes et d’espérances finies.
Alors XY est d’espérance finie et E(XY) = E(X)E(Y)

En effet, notons X (Q) = {x;/i € I} et Y(Q) = {y;/j € J} ou I et J sont au plus dénombrables.

La variable aléatoire (X,Y) est discréte a valeurs dans R2. Considérons f : R? — R définie par

f(@,y) = zy.

XY est d’espérance finie si et seulement si la famille

(zsy; P((X,Y) = (24,9;))(i,j)erxs est sommable .

Or z;y; P(X,Y) = (24,9;)) = zay; P(X = 25) N (Y = y5)) = 23y, P(X = 2;)P(Y = y;) car X

et Y sont indépendantes.

X et Y sont d’espérances finies donc les familles (2; P(X = x;))ier et (y;P(Y = y;));es sont som-

mables. Donc par le corollaire du théoréme de Fubini, la famille (z;y; P((X,Y) = (x4, Yi))(ij)erxt

est sommable, i.e. XY est d’espérance finie.

De plus E(XY) = >z P(X,Y) = (zi,y;)) = Y& P(X = 2;) x 3 _y;P(Y =y;) =
(i,9)€IxJ icl Jj€J

E(X)E(Y)

16.4.4 Espérance des variables aléatoires usuelles

Théoréme 16.4.12 Lois finies
a. Loi constante : X = a alors E(X) =a

1
b. Loi uniforme : X ~ U, alors E(X) = n;r

¢. Loi de bernoulli : X ~ B(1,p) alors E(X) =
d. Loi binomiale : X ~ B(n,p) alors E(X) =np
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Toutes ces lois sont finies, donc elles sont toutes d’espérance finie.
a. BE(X)=al=a
n

b. E(X):ka(xzk;):zn:k%:}n(n+1) _n+l
( )

n 2 2

S
Il
_

)
d. B(X) =) k. n) (1 —p)"*pk. Or pour 1 < k < n, k(Z) = n<Z : i)

: Z) (L—p)" k= ni (Z: ’D (1 =p)"*p*

k=1

k
" n—1 ) — (e _
Y (1) pn ey

= n—1 o
E(X)=np} ( j )(1 =) = np((L—p) + )"t = mp
=0

Théoréme 16.4.13 Lois discrétes infinies
1
a. Loi géométrique : X ~ G(p) alors E(X) = —

b. Loi de Poisson : X ~ P(X) alors E(X) = A

a. Pour k € IN*, kP(X = k) = kpg"*~! avec 0 < ¢ < 1. Alors, D’Alembert montre que la
série ZkP(X = k) converge (absolument), donc la variable X est d’espérance finie. Alors

k
400 “+o0
EX) = Zpqu—1_ Or la série entiére Z kzF~1 est la série dérivée de Z z".
k=1 k=1 kEN
+o0 1
k=1 _
DOnC Z kl’ = m
k=1
Dou E(X) = ]971 _!
(1-(1-p)* p
Ak Ak_l
b. Pour k € N*, kP(X = k) = k'e_/\ﬁ = e =) Cette série est clairement convergente

donc X est d’espérance finie et E(X) = e et = )

16.5 Variance, covariance, écart type

16.5.1 Moments

Définition 16.5.1 Soit X une variable aléatoire réelle discréte et m € IN*. On dira que X ad-
met un moment d’ordre m si et seulement si X" est d’espérance finie, c¢’est a dire si la famille
(#™P(X = z))sex(q) est sommable.

Remarque 16.5.2 X a un moment d’ordre 1 signifie que X est d’espérance finie.

Proposition 16.5.3 Soit X une variable aléatoire réelle discréte admettant un moment d’ordre
2, alors X est d’espérance finie.
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En effet, 2| X| < X2 +1. Or X? est d’espérance finie, donc X2+ 1 aussi, et donc | X| d’espérance
finie. OK

Théoréme 16.5.4 Inégalité de Cauchy-Schwarz
X etY deux variables aléatoires réelles discrétes admettant chacune un moment d’ordre 2.
Alors XY est d’espérance finie et (E(XY))? < E(X?)E(Y?)

1
En effet, | XY < §(X2 +Y?), donc XY est d’espérance finie.

Soit alors f la fonction définie sur R par f(t) = E((tX +Y)?). Cette fonction est définie car X2,
Y2 et XY sont d’espérances finies.

f(t) =t?E(X?) +2tE(XY) + E(Y?).

Si E(X?) = 0 alors f est affine de signe constant, donc est constante, i.e. E(XY) = 0 donc
I’inégalité est vraie.

Si B(X?) # 0, alors la fonction f qui est polynomiale de degré 2 est de signe constant, donc son
discriminant est négatif, ce qui conduit a I'inégalité souhaitée.

Conséquence 16.5.5 [’ensemble des variables aléatoires réelles discrétes admettant un moment

d’ordre 2 est un sev de l’ensemble des variables aléatoires réelles discrétes d’espérances finies.

Clair car d’une part cet ensemble est inclus dans ’ensemble des variables aléatoires réelles discrétes d’espérances
finies (voir propriété 16.5.3)

Par ailleurs, (X +Y)2 = X2 +Y?+2XY et donc, X +Y admet un moment d’ordre 2. Et il en

est de méme de A\ X.

16.5.2 Variance et écart type

Définition 16.5.6 Soit X une variable aléatoire discréte ayant un moment d’ordre 2.
On définit la variance de X, notée V(X) par : V(X) = E(X — E(X))?).
On appelle écart type de X le nombre souvent noté o(X) = /V(X)

Cette définition a bien un sens car d’une part, X ayant un moment d’ordre 2, alors (X —FE(X))? =
X? —2XE(X)+ E(X)? a un moment d’ordre 1, donc est d’espérance finie.
De plus, (X — F(X))? > 0 donc son espérance est positive, i.e. V(X) > 0, donc o(X) existe.

Remarque 16.5.7 X a un moment d’ordre 2 — V(X) >0

Théoréme 16.5.8 Soit X wvariable aléatoire réelle discréte ayant un moment d’ordre 2. Alors
V(X)=E(X?) - E(X)? et
Va,B € R, V(aX + 8) = a?V(X)

Car ...

Remarque 16.5.9 Si X est une variable aléatoire réelle discréte ayant un moment d’ordre 2,
alors E(X?) > (E(X))2.

Définition-propriété 16.5.10 .
Soit X variable aléatoire réelle discréte ayant un moment d’ordre 2.

e Sio(X) > 0 alors la variable aléatoire réelle discrete

a un écart type égal a 1. on dit
o(X)
alors qu’elle est réduite

X)

X-EX)
o(X)
On dit qu’elle est centrée réduite.
e Sio(X) =0 alors X est presque surement égale ¢ E(X), i.e. P(X = E(X)) = 1.

et la variable aléatoire réelle discréte est d’espérance nulle et d’écart type égal a 1.
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Car ...
Théoréme 16.5.11 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit X wvariable aléatoire réelle discréte ayant un moment d’ordre 2.

X
Alors, Ve >0, P(|I X — E(X)| 2 ¢) < VECQ )

Car on applique 'inégalité de Markov (16.4.10) a la variable aléatoire réelle discréte Z = X —
E(X):

P1Z] 3 e) = P22 5 22 < 22 VX

g2 g2

16.5.3 Variance des lois usuelles
Théoréme 16.5.12 .

a. Loi constante : X = a alors V(X) =0

b. Loi uniforme : X ~ Uy, alors V(X) = 3

c. Loi de bernoulli : X ~ B(1,p) alors V(X
)
)=

[~

d. Loi binomiale : X ~ B(n,p) alors V(X

np
e. Loi géométrique : X ~ G(p) alors V(X i
p?
f. Loi de Poisson : X ~ P(X) alors V(X) = A

Les 4 premiéres lois sont finies et ont été étudiées en 1lére année. Refaire la démonstration.

2
n 1 o
e. X(Q) = IN*. Notons u,, = n?P(X = n) = n?¢""!p # 0. Untl (n: > ¢ a pour limite

u'll
q < 1. On en déduit que la série anP(X = n) converge, c’est & dire que X a un moment
d’ordre 2 donc une variance.
Vérifier qualors V(X) = E(X?) — E(X)? vaut q/p? (exercice sur les sommes de séries)
f. Justifier que X a un moment d’ordre 2 et montrer que V(X) = A.

16.5.4 Covariance

Définition 16.5.13 Soit X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes ayant un moment
d’ordre 2.
On appelle covariance de X et'Y le réel noté Cov(X,Y) = E(X — E(X))(Y — E(Y)))

Cette définition a bien un sens car (X —E(X))(Y-E(Y)) = XY-XE(Y)-YE(X)+E(X)E(Y).
Or XY est d’espérance finie (CS 16.5.4), X d’espérance finie donc XE(Y) aussi de méme
que Y E(X) ainsi que la variable aléatoire réelle discréte constante E(X)E(Y). Donc Cov(X,Y)
existe.

Proposition 16.5.14 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrétes ayant un mo-

ment d’ordre 2.
Alors Cov(X,Y) = E(XY) - E(X)E(Y)

Car ...

Conséquence 16.5.15 Si X et Y sont indépendantes et ont un moment d’ordre 2,
alors Cov(X,Y) =0
Attention, la réciproque est fausse.
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clair pour le sens direct : c’est le théoréme 16.4.11

Exemple 16.5.16 Soit X etY dont la loi du couple est définie par le tableau suivant :

-1 0 | 1/2] 0

0 1/4 0 | 1/4

(X,Y) est clairement une variable aléatoire réelle discréte (dire pourquoi). On en déduit immé-
diatement la loi de X et celle de Y (lois marginales)

et . Alors E(X) =0 et E(Y) = —1/2. De plus,

174 1/2 | 1/4 1/2 | 1/2

la lecture du tableau montre que P(XY =0) =1 et donc E(XY) = 0.

Ainsi E(XY) = E(X)E(Y), donc Cov(X,Y) = 0.

Mais X et Y ne sont pas indépendantes car P(X = -1,Y = -1)=0# P(X = -1)P(Y = —1).
La réciproque de la proposition est donc fausse.

Proposition 16.5.17 Propriétés de la covariance
Soient X etY deuz variables aléatoires réelles discrétes ayant un moment d’ordre 2.
1. Cov(X,X) =V(X)
Cov(Y,X) =Cov(X,Y)
v( X,bY) = abCov(X,Y) pour a et b réels
(X +Y, Z) Cov(X,Z) + Cov(Y, Z)
ov(X

1) =

ov

A faire.

Théoréme 16.5.18 Variance d’une somme
Soient X etY deuz variables aléatoires réelles discrétes ayant un moment d’ordre 2.
Alors V(X +Y)=V(X)+ V(Y) +2Cov(X,Y)

A faire
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Théoréme 16.5.19 Variance d’une somme de variables indépendantes
X1, ..., X, des variables aléatoires réelles discrétes mutuellement indépendantes.

Alors V(X1 + ...+ Xp) = > V(Xx)

Se démontre par récurrence. Tout repose sur le fait que si X1, ..., X,, sont indépendantes, alors
X1+ ...+ X1 et X, sont indépendantes (voir théoréme 16.3.21)

16.5.5 Loi faible des grands nombres

Théoréme 16.5.20 Lo faible des grands nombres
Soit (X,,)n une suite de variables aléatoires réelles discrétes indépendantes admettant un moment

d’ordre 2, de mémes lois. Notons alors m = E(X1) et S, ZXk

S—m‘>a>:()
n

Alors Ve > 0, 11111 P (

S 1 n
En effet, par linéarité, E(—) = —E( g X)) =m et en notant o = o(X1),
n n
k=1
S, 1 1 & o o? . . o
V(—)=—=V(S) = —2 = — car les variables aléatoires son indépendantes.
n n

Alors le théoréme de Blenayme Tchebychev (Theoreme 16.5.11) donne

()

— —m
n

Interprétation : On renouvelle de maniére indépendante une méme expérience pour laquelle

on s’intéresse & une mesure donnée. La loi permet de justifier que fréquemment, une valeur de

I’espérance de cette mesure est approximée par la moyenne arithmétique des résultats de cette

expérience.

Sn/n 2
> 5> < # = U—Q qui tend vers 0 quand n tend vers 400
€ ne

16.6 Fonctions génératrices

16.6.1 Définition

Définition 16.6.1 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN.
La fonctions génératrice de X, notée G x est définie par

Gx(t)=E({t*) = f P(X =

n=0

e (Gx est donc une série entiére
e Pour t réel fixé, tX est une variable aléatoire dont 'espérance éventuelle est obtenue par le
théoréme de transfert.

16.6.2 Convergence et propriétés

Théoréme 16.6.2 Soit X une variable aléatoire a valeurs dans IN. Alors
— Le rayon R de convergence de la série entiére Gx vérifie R > 1
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— La série entiére Gx converge normalement sur [—1,1]
— La fonction Gx est continue sur [—1,1]
— La fonction Gx est conveze sur [0, 1]

En effet : Vt € [-1,1], 0 < |P(X =n)t"| < P(X = n). Or les événements (X = n) pour
n € IN forment un systéme complet d’événements, Z P(X =n) =1, donc la série G x converge
nelN

normalement sur [—1,1], et donc, R > 1, Gx est continue sur [—1,1], et Gx est infiniment
dérivable sur | — 1, 1], donc en particulier sur [0, 1] et
+oo
Vvt € 0,1, G%(t) = Zn(n —1)P(X = n)t""% > 0, donc Gx est convexe sur [0, 1[, et étant
n=2

continue en 1, elle est convexe sur [0, 1]

Conséquence 16.6.3 sous ces mémes hypothéses, Vk € N, P(X =k) =

Car ...

Conséquence 16.6.4 Donc la connaissance de Gx suffit pour connaitre la loi de X.

Conséquence 16.6.5 Gx(1) =1 et Vt € [-1,1], |Gx(t)| <1

16.6.3 Cas des lois usuelles

Théoréme 16.6.6 . a. Loi de bernoulli : X ~ B(l,p) <= Gx:t— (1—p)+pt sur R
b. Loi binomiale : X ~ B(n,p) <= Gx :t— (¢+pt)"” sur R

t 1
c. Loi géométrique : X ~ G(p) < Gx :t — 1p7t de rayon de convergence R = — (avec
—4q q

qg=1-p)
f. Loi de Poisson : X ~P()\) <= Gx:t— e Y de rayon R = +oo

Calculs a savoir faire.

16.6.4 Fonctions génératrices et moments

Théoréme 16.6.7 Soit X une variable aléatoire & valeurs dans IN.
— X est d’espérance finie si et seulement si Gx est dérivable en 1, et dans ce cas,

B(X) = Gx(1)

— X admet un moment d’ordre 2 si et seulement si Gx est deux fois dérivable en 1 et alors
G%(1) = E(X(X - 1)) et V(X) = G%(1) + G (1) - G’ (1)

car ...

16.6.5 Fonction génératrice et somme

Théoréme 16.6.8 — Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans IN et indé-
pendantes.
Alors Vt 6] -1, 1[, Gx+y(t) = Gx(t)Gy(t)
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— Généralisation : X4, ..., X,, des variables aléatoires a valeurs dans IN et mutuellement
indépendantes.

Alors Gx,4..4+x, = H Gx, sur]—1,1].
k=1

Car pour t €] —1,1[, Gx 1y (t) = E@*+Y) = E(#*t¥). Or X et Y sont indépendantes, donc par
le théoréme 16.3.21, tX et t¥ sont indépendantes, donc E(tXtY) = E#X)E(tY) = Gx(t)Gy (t)
(théoréme 16.4.11), cqfd dans le cas de 2 variables. Dans le cas de n variables, récurrence sur n.
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17.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Dans toute la suite, I désignera un intervalle de R et E un espace vectoriel de dimension finie
sur R ou C.

17.1.1 Etude générale

Définition 17.1.1 Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation du
type :
'(t) = a(t)(z(t)) + b(t) (€)

ot a€C(I,L(E)), beC(I,E) et la fonction x : I — E est la fonction inconnue, dérivable sur I
et

Cette équation se note aussi 2’ = a(z) +b ou 2’ = a.x +b.
Insistons sur le fait que a : I — L(E) et Vt € I, a(t) est un endomorphisme de F.

Si E est muni de la base (ey,...,e,) = B, notons X(¢) la matrice colonne des coordonnées
de z(t) dans B, B(t) la matrice colonne des coordonnées de b(t) dans B et A(t) la matrice de

I’endomorphisme a(t) dans B.

217
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X(t) = : ie. x(t) =) an(t)es, B(t) = : ie b(t) =) bi(t)ex
’ k=1 ’ k=1
a171(t) e al,n(t)
A(t) =
an1(t) .. ana(t)

L’équation s’écrit alors dans la base B : X'(t) = A(t)X (t) + B(t) c’est a dire :

£/1(t) = (l171(t).’£1(t)+ e +a17n(t);cn(t) + bl (t)
wy(t) = aga(t)zi(t)+ ... Fazn(t)za(t) + ba(t)
() = an1(®)z1(t)+ ... Fapn @)z, (t) 4+ by (t)

Remarque 17.1.2 Pour n =1 on retrouve les équations vues en MPSI.
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Exemple 17.1.3 Pour n = 2, l’équation

lement :

2t —1 t cos(t)

1 2t tsin(t)

219

s’écrit matriciel-

Exemple 17.1.4 Ici encore n = 2. Dans R? muni du produit scalaire usuel, la base canonique
étant orthonormée directe, notons r(t) la rotation plane d’angle t.

R— R?

r:R— L(R?) eth: .
t—

1

Considérons ’équation différentielle : u'(t)

r(t)(u(t)) + b(t) ot on pose u(t) =

Cette équation s’écrit donc dans la base canonique de R? :

' (t) cos(t) —sin(t) x(t)

y(0) sin(t) cos(t) | | w0




220 CHAPITRE 17. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Proposition 17.1.5 = solution de (£) sur I => z est de classe C' sur I

Car z est continue sur I, a est continue sur I donc ¢ — a(t)(x(t)) est continue sur I. De plus b
continue sur I donc 2’ est continue sur I, et donc z est de classe C! sur 1.
Plus généralement,

Proposition 17.1.6 lorsque a et b sont de classe CP sur I, toute solution x de (£) est alors de
classe CPT1 sur I

Par récurrence sur p.

17.1.2 Structure de I’ensemble des solutions

Définition 17.1.7 On appelle équation homogéne associée a E l’équation ' (t) = a(t)(x(t)) (H)

ce qui revient a remplacer le vecteur b(t) par le vecteur nul.

CYI,E) —C°I,E)
Notons ¢ : oupour t €, (z' —a(x))(t) =a'(t) — a(t)(z(t)).

x — 2’ —a(x)

@ est linéaire
car ...

Ansi on peut en conclure
Proposition 17.1.8 L’ensemble des solutions de (H) est un espace vectoriel.
Car 'ensemble des solutions de () est le noyau de .

Proposition 17.1.9 Si (£) a au moins 1 solution, notée ;.
x est solution de (£) <= = — x1 est solution de (H).

car ...

Proposition 17.1.10 Principe de substitution

1 solution de 2’ = a.x + by

= 1 + a2 solution de ¥’ = a.x + (b1 + ba)

o solution de x' = a.x + by

car ...
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17.1.3 Probléme de Cauchy

Définition 17.1.11 Soittg € I et xp € E.
On appelle probleme de Cauchy relatif a I’équation différentielle ' = a.x +b sur I, la recherche
de fonctions x solutions de x’ = a.x + b et vérifiant x(tg) = xg.

Théoréme 17.1.12 Soit x € C(I, E) et (to,x0) € I x E.

' =ax+b

x est solution du probléme de Cauchy st et seulement st

{E(to) =T

Vtel, x(t) = xo +/ ((a(uw)(z(u)) + b(u)) du

to

car ...

Théoréme 17.1.13 Théoréme de Cauchy
E espace vectoriel de dimension finie, a € C(I,L(E)) et b e C(I, E).

2 = ax+b
Vtg € I, Yxog € E le probléeme de Cauchy a une et une seule solution sur
ZL’(to) = o
I.
Admis.

17.1.4 Dimension de ’espace des solutions

Théoréme 17.1.14 L’ensemble Sy des solutions de l’équation homogéne (H) : ' = a.x est un

SH — FE
sev de C1(I,E) isomorphe a E, de plus, Yty € I, Uapplication oy, : est un

x = z(ty)

isomorphisme d’espaces vectoriels.

car Vtg € 1,
1, est linéaire ...
¢, est bijective ...

Conséquence 17.1.15 dim(Sy) =dim(FE)
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Attention : Ce théoréme n’est vrai que dans le cas d’une résolution sur un intervalle I, mais ne
s’applique pas dans le cas de la résolution sur une réunion d’intervalles, par exemple dans le cas
d’une résolution sur R*.

Corollaire 17.1.16 x1,...,z, solutions de (H).

(1, ..., Tp) est libre dans Sy < Jto € I, (x1(to), ..., xn(to)) est libre dans E
— Vtel, (z1(t),...,xn(t)) est libre dans E

En effet ...

t+1 1

Exemple 17.1.17 z; : t — et xo it — . On montre facilement que (1, x2)

2 t

est une famille libre de C* (R, R?). Mais la famille (x1(0),22(0)) est lice dans R?, il n’existe donc
pas d’équation différentielle linéaire homogéne définie sur R dont x1 et xo seraient simultanément
des solutions.

17.1.5 Systéme fondamental de solutions, Wronskien

Définition 17.1.18 Une base de S, ot Sy est ensemble des solutions de ’équation (H) :
x’ = a.x, est appelée systéme fondamental (ou complet) de solutions de (H).

Posons n =dim(E). Soit (x1, ..., 5 ) une base de Sg. On vient de voir que Vt € I, (x1(1), ...,z (%))
est libre dans F, c’est donc une base de F.

Soit © € Sy. Pour t € I, z(t) € E. Notons B, la base de E dépendant de ¢ : (x1(t),..., x,(t)).
Les coefficients de xz(t) dans B; ne dépendent pas de ¢, car ce sont les coefficients de = dans la
base (z1,...,x,) de Sg.

Définition 17.1.19 Soit B une base de E avec dim(E) = n, et soit x1,...,x, n solutions de
(H).
On appelle Wronskien de ces solutions dans la base B application

t — detg(x1(t),...,xn(t))

Proposition 17.1.20 dim(E) = n et B une base de E.

X1y ...y Ty, des solutions de (H) dans I.

S’il existe to € I tel que W (to) =0 alors Vt € I, W(t) =0

et donc s’il existe to € I tel que W (tog) # 0 alors ¥Vt € I, W(t) #0

car ...



17.1. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D’ORDRE 1 223

17.1.6 Représentation d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre
n

Définition 17.1.21 Une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre n est une équa-
tion du type :

2 =q, 120 4 a, 02"+ a1z’ +aoxr + b (€)

ot Vi € [[1,n]], a; € C(I,K) et ou la fonction x € C"(I, K) est la fonction a déterminer.

Exemple 17.1.22 z”(t) + 2t2'(t) — 3z(t) = Te' pourt e R i.e. I =R

Cette équation se note de maniére simplifiée : =" + 2tz’ — 3z = 7e'.

t+1
Exemple 17.1.23 tz" — t?2' + (t + 1)x = 0 qui se raméne a "/ = tz’ — +
I =]0, +oo] ou I =] — 00,0].

z, et donc ici

Reprenons I'équation (£) du dessus.

Notons X = avec z € C"(I,K). Alors X € CH(I,K") et X' =
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! 0 1 0 0 x 0
x" 0 0 1 0 x’ 0
Alors X' = : = : : : + ,
0 0 1 0
z(™) a a1 ... Gp_9 Gp_1 z(=1) b

Théoréme 17.1.24 L’équation () = a,_12™ Y +a,_o2x™ 2 . +a12’ +agz +b (€) est
équivalente a ’équation X' = A.X + B ou

0 1 0 0
0 0 1 0

a=| . | e Ma(K)),
0 0 1
ag @1 ... Gp_2 Gp_1
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0

x
0

x/

X = et B=| . | ec(I,Km.
0
x(nfl)

b

Exemple 17.1.25 Représenter les équations des exemples 17.1.22 et 17.1.23

Définition 17.1.26 Soit tg € I et (zg,...,xp—1) € K™.

On appelle probléme de Cauchy relatif a I’équation différentielle scalaire

2™ = q,_ 12" 4+ a, 022+ a2’ +agxr + b (€) sur I la recherche de fonctions x
solutions de & et vérifiant x(ty) = xo, ='(to) = o1, ..., 2"V (tg) = z,_1.

La représentation des équations différentielles scalaires et le théoéme de Cauchy pour les équa-
tions différentielle linéaires vu au dessus conduit au théoréme :

Théoréme 17.1.27 Soit ag,...,an—1 € C(I,K), beC(I,K), to €I et (xg,...,2n—1) € K™.
alors le probléeme de Cauchy relatif a ’équation différentielle scalaire

2™ =q,_ 12D 4+ a, 2™ 2 +az’ +apx+0b (&) et aty et (xg,....,xn_1) admet 1 et 1
seule solution x.

C’est a dire : Iz € C"(I,K) tq 2™ = a2 4 a0z 2 4+ a2’ + agr + b avec

x(t()) = X

I/(to) =

m(n—l) (tO) = Xp_1




226 CHAPITRE 17. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Proposition 17.1.28 L’ensemble Sy des solutions de ’équation
(H) : 2™ = qa, 12D 4 Apox ™2 .+ a12’ + apx
est un espace vectoriel de dimension n ; et

SH — K™

Vo € I, ¢y, est un isomorphisme d’espace vectoriel.

= (x(to),x'(to), ... 2 D (ty))

car ...

17.2 Résolution des systémes linéaires homogénes a coeffi-
cients constants.

17.2.1 Cas ou EF = K : rappels de premiére année
17.2.1.1 Equations du premier ordre

(&) s'écrit 2/ (t) = a(t)z(t) + b(t) avec a,b € C(I, K).
Résolution de I’équation homogéne
(H) est alors 2/ (t) = a(t)z(t).
a est continue sur I, admet donc une primitive A sur I.

Théoréme 17.2.1 z est solution de x'(t) = a(t)x(t) <= IN€ K, Vt € I, x(t) = Xe?® ou A
primitive de a sur I

car ...

Résolution de I’équation (£). Il suffit de trouver une solution particuliére de (£).
— Y a-t-il une solution évidente ? par exemple une fonction constante ?
— Y a-t-il une solution déja rencontrée dans les questions précédentes du probléme ?
— Y a-t-il une indication dans I’énoncé permettant de trouver une solution particuliére ? par
exemple "I’équation admet-elle une solution polynomiale ?
— Sinon : méthode de la "variation de la constante"
On cherche la solution y sous la forme y = ue® ce qui revient & remplacer la constante A
par une fonction u de classe C! sur I.
Alors i = u'e? 4+ u.a.e?. y solution de (£) <= /e + uae? = aue? + bie. v'ed =b.
A

Donc on recherche une solution particuliére de (£) sous la forme y = ue
avec u'e?t = b

2 =axr+b

On peut ainsi exprimer la solution du probléme de Cauchy

Sc'(to) = X0
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z t
t —/ a(v)dv / a(v)dv
Il s’agit de la fonction x : ¢t — | xo + / b(z)e Jto dz | e’to

to

1 1
Exemple 17.2.2 ' = 7 + n €).
Résolution sur I =

Solutions de ’équation homogéne : ce sont les fonctions x : t —

Solution particuliére ?

Y a-t-il des solutions de tz’' = x + 1 sur [0,+00] ? i.e. parmi les solutions trouvées, y en at-
il qui sont prolongeables par continuité en 0, et de classe C' en 07

Que penser alors du probléme de Cauchy : tz’ = x4+ 1 avec x(0) = 2 ? Expliquer ..

Exemple 17.2.3 2/ =tz + 1 — 2

17.2.1.2 Cas des équations scalaires du second ordre a coefficients constants

Ce sont les équations du type z” + az’ + bx = f (£) ou a et b sont des scalaires et
el K).
Pour reprendre les écritures utilisées dans ce chapitre, ces équations s’écrivent "/ = —ax’ —bz+ f

avec a et b réels.
— Reésolution de 1’équation homogéne : rappels

On appelle polynome caractéristique 1ié a (£) le polynome P = X2 + aX +b.

— ler cas : A = a? —4b > 0. Alors P a deux racines réelles r; et 7.
z est solution de (H) <= Ja, B € R tels que Vt € R, x(t) = ae™! + fer!

— 2nd cas : A =0. Alors P a 1 racine double r.
z est solution de (H) <= Ja, B € R tels que Vt € R, z(t) = (at + B)e"

— 3éme cas A < 0. Alors P a deux racines complexes non réelles conjuguées r et .
x est solution de (H) <= 3Jo,f0 € R tels que V& € R, x(t) = (acos(Im(r)t) +
Bsin(Im(r)t))elte()t

Cas particuliers a connaitre (physique) :

— 2" =w?r (H)avecw e R
x est solution de (H) <= da, S € R tels que Vt € R, x(t) = ae*t + Be!

— 2" +w?z=0 (H) avecwelR
x est solution de (H) <= Ja, S € R tels que Vt € R, z(t) = acoswt + Ssinwt.
Pour (o, 8) # (0,0) i.e. & n’est pas la fonction nulle,

alors z(t) = /a2 + B2 (

coswt + L sin wt>

[0

cos(¢) Jar
o

@
Soit ¢ tel que .

. B
sm(¢)—\/27T52
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Alors z(t) = y/a? + B2 cos(wt — @) = Acos(wt — @)

T 0 1 T 0
Remarque 17.24 () < = + Notons
a’ b —a ! f@)
0 1
alors A = , alors xa =det(XI — A) = ... = X% +aX +b qui est justement
-b —a

l’équation caractéristique de ’équa diff.

Solution particuliére de (£).

— Soit il y a une solution particuliére "évidente" ou rencontrée précédemment dans
I’énoncé.

— Si f est une exponentielle polynome : i.e. V¢, f(t) = P(t)e™ avec P polynome et
m € C.
Par exemple
— f:t— P(t) (ici m = 0)
— f:t— Xe™ ici P est le polynome constant égal a A
— f:t— P(t)cos(at)e’ avec a et b réel. Alors f(t) = Re (P(t)e*+o)t)

alors

1. Si m n’est pas racine de ’équation caractéristique, on cherche une solution parti-
culiére sous la forme ¢t — Q(t)e™* ou @ est un polynome tel que deg(Q) =deg(P)

2. Sim est racine simple de I’équation caractéristique, on cherche une solution particu-
liere sous la forme ¢ — Q(t)e™! ot Q est un polynome tel que deg(Q) = 1+deg(P)

3. Si m est racine double de I’équation caractéristique, on cherche une solution parti-
culiere sous la forme ¢t — Q(t)e™* ou @ est un polynome tel que deg(Q) = 2+deg(P)

— On verra par la suite comment rechercher une solution particuliére quand on n’est pas
dans ces situations
Exemple 17.2.5 2" + 42’ + 42 = (t + 3)e™?!

a faire.

On trouvera comme solutions sont les fonctions définies sur R :
AN

x:t— E+3§+Bt—|—a e~

Remarque 17.2.6 Dans le cas d’une équation différentielle du Iler ordre a coefficients
constants et a second membre exponentielle polynéme, x' + ax = P(t)e™

Le polynéme caractéristique est X + a

Une base de (Sg) estt — e~

Solution particuliére :

— si m # —a on cherche une solution particuliére sous la forme t — Q(t)e™ avec
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deg(Q) =deg(P)

— si m = —a on cherche une solution particuliére sous la forme t — Q(t)e™ avec
deg(Q) = 1+deg(P)

Exemple 17.2.7 Recherche des primitives sur R de t — (t3 + 1% + 1)e*

) B2t 3\
on trouve les fonctions t — E—Z—i—z—i-g e’ + X\ avec \ € R.

17.2.2 Reésolution des systémes linéaires homogénes a coefficients constants.

Il s’agit des équations du type (H) : 2'(t) = a(x(t)) o a € L(E) (a ne dépend pas de t).
Matriciellement I’équation s’écrit : X'(t) = A. X (¢) ot A € M, (K) (A ne dépend pas de t).

Théoréme 17.2.8 . Soit tg € R et xg € E. Le probleme de Cauchy avec

a € L(E) admet pour unique solution la fonction

t = exp((t —to)a)(zo)

En effet ...

Remarque 17.2.9 Les solutions de l’équation ' = Ax sont donc les fonctions x : t — exp(tA).u
ol u est un vecteur constant de K"

17.2.3 Rappels sur les exponentielles de matrices

+0o Ak
A€ M, (K) alors exp(A) =

e
k=0

17.2.3.1 Si A est diagonalisable
3D € M, (K), 3P € GL,(K) tq D= P"*AP ie. A= PDP~!

N Ak N Dk
k _ kp—1 _ —1
alors Vk € N, Ak = PD*P~1 et doncZk!P<Zk!>P .
k=0 k=0
Mu(K) — My(K)
— PM P!

nie). Done, par passage a la limite exp(A) = Pexp(D)P~

Or I'application est continue (car linéaire sur M,,(K) de dimension fi-

1



230 CHAPITRE 17. EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

d 0 ... 0 a0 ... 0 e 0 ... 0
0 0 0
OrD = et D = d’ott exp(D) =
0 0 0
0 ... 0 d, 0 ... 0 d 0 ... 0 e

ce qui permet de trouver exp(A) = P.exp(D).P~}

17.2.3.2 Si on connait un polynéme annulateur de A

Notons le P4 (par exemple le polynéme caractéristique). deg(Pa) < n.
Pour k € IN on divise X* par P4 : X* = QP4 + R}, avec deg(Ry,) <deg(Pa).
Ainsi A¥ = Rj,(A). On parvient alors & exprimer exp(A)

—6 49 —56
Exemple 17.2.10 A = 8 57 —64 | Un calcul rapide donne xa(X) = (X —1)%(X —2)
—6 42 47

Montrer que AF = (2% — k — 1) A% + (—2.2% + 3k + 2) A + (2% — 2k)[
En déduire exp(A)

17.2.4 Autres méthodes de résolution
17.2.4.1 Cas ou A est diagonalisable et ne dépend pas de ¢

On diagonalise A : A= PDP~!.
Posons alors X' = AX = P~ 'X'=DP'X
Or A ne dépend pas de t, donc P et D ne dépendent pas de t. D’ot P71X’ = (P~1X)’
alors, en posant Y = P7'X, Y est solution de I’équation différentielle Y’ = DY, c’est & dire,
avec les notations naturelles,
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yll dl 0 0 Y1
0o 5 E vy =dip
= d’ou | :
y;z :dnyn
0
Yn 0 0 dn Yn
)\ledlt
AQ@dzt

On en conclut Y/ = DY < Ay, ..., 3\, Vt€R, Y(¢) =

)\ned”t

OrY = P71X donc X = PY et donc X est ainsi connue

T =x—=z

Exemple 17.2.11 Résoudre ¢y =y+z

/

zZ =—r+y—=z

Théoréme 17.2.12 Soit A € M, (K) diagonalisable.
Notons A1, ..., A, les valeurs propres de A, et (Vi,...,V,) une base de vecteurs propres de K"
associée aux valeurs propres Ai, ..., Ap

X' = AX < 3Cy,..., C, constantes telles que YVt € R, X (t) = Z Cre 'V,

k=1

Remarque préliminaire : Si A; est une valeur propre de multiplicité m;, A étant diagonalisable,
dim(Ker(AMI — A)) = my, les vecteurs (V4, ..., V,, ) forment une base de Ker(A;I — A).
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r =-2x+z

Exemple 17.2.13 Résoudre : ¢y =xz—y— =z

Z =x-2z

17.2.4.2 Cas ou A n’est pas diagonalisable

Alors A est trigonalisable sur C : 3T triangulaire supérieure, 3P € GL,(C) tq T = P~1AP
ie. A= PTP~L
X'=AX <= P !X'=T(P71X) avec P a coefficients constants.
On pose alors Y = P~1X, et donc Y est solution de Y/ = TY systéme qui s’écrira :

yi = tiayn + tigye + tigys + ...+ tin—iUn—1 + tiaUn
Yy = tooy2 + to3ys + ... +  ton—1¥Yn—1 +  f2n¥n
yé = t3,3y3 + ... + t3,n71yn71 + tS,nyn
y’:’Lfl = tn—l,n—lyn—l + tn—l,nyn
y’:’L = tn,nyn

Ce systéme se résout en commencant "par le bas"

/

r =2rx+y—=z
Exemple 17.2.14 Résoudre <y =2y —z

7z =2z
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t2
... On trouve = ae?t + Be* + ve?
Y 0 1 —t
z 0 0 1

" =bx—3
Exemple 17.2.15 Résoudre {x/ * y'

Yy =3r—y

1. lere méthode : résoudre ce systéeme en passant par les exponentielles de matrices

x 3t+1 -3t «

... On trouve = 2t

y 3t 1-3t B8

2. 2nde méthode : résoudre ce systéme en triangularisant sa matrice

17.3 Résolution générale des systémes différentiels
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Si dim(E) = n > 1 et a dépend de ¢, on ne connait pas de méthode générale permettant de

résoudre 'équation (H) : 2/(t) = a(t)(z(t)).

Le théoréme de Cauchy dit que I’ensemble des solutions de (H) est un espace vectoriel de di-

mension 7, mais il ne dit pas comment trouver ces solutions.

Dans ce paragraphe on suppose qu’on connait un systéme fondamental (z1,...,2,) de solutions
de (H), donc qu’on connait toutes les solutions de (H). On s’intéresse alors a la résolution de

(€) : 2/(t) = alt)(@(t)) + b(2).

Théoréme 17.3.1 .

Soit a € C(I, L(E)), b € C(I,E) et (z1,...,x,) un systéme fondamental de solutions de (H)

' (t) = a(t)(z(t)) sur I.
Alors les solutions de (£) : 2'(t) = a(t)(x(t)) + b(t) sont les fonctions

it —= Cr{t)z1(t) + ... + Cr()zn(t) 0u Vk, Cy : I — K est de classe C*, avec C}(t)x1(t) + ..

Cr(H)xn(t) = b(?)
En effet ...

t
/ P _——
Exemple 17.3.2 On considére le systéme T t— 1JE t—1

/

y =x-—1

-1
Y (&) qui s’écrit

-+
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!
ot 1
o -1 -1 v
= +
y 1 0 Yy
1
Vérifier que X; : t — et Xo :t —
t

EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

sont tq (X1, Xs) forme un systéme fonda-

et

mental de solutions de I’équation homogéne associée sur ]1,+ool.

Résoudre alors l'équation ().

Exemple 17.3.3 On considére le systéme
1

Vérifier que X1 1t — et Xo:t —
t

homogeéne associée.
Résoudre alors 'équation (£).

Exemple 17.3.4 Résoudre le systéme d’équations différentielles : {

On peut trouver comme solution particuliére :

212 2t

:L'/ = r— —=Y + 2t2
3 3
1 JE t 1 Jrzt . (€)
"= , t3—1

4 1+t3x+1+t3y+
2

forme un systéme fondamental de I’équation
-1

' =5x —3y+te?
y =3z —y+e?

t3
x(t) (= —t2)e?
2
t3 t2
t — —3— +1t)e?
y(t) (5 =35 e
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17.4 Résolution des équations différentielles linéaires sca-
laires d’ordre 2

z"(t) = a(t)x'(t) + b(t)z(t) + f(¢) (&) avec a,b et f continues sur I

!/

a'(t) b(t) a(t) a'(t) f@®)

Conséquence 17.4.1 L’ensemble des solutions de l’équation homogéne associée (H) est un es-
pace vectoriel de dimension 2.

On a vu au dessus qu’on ne connait pas de méthode générale permettant de trouver un systéme
fondamental de I’équation homogéne associée (H).

Résolution de (H) si on en connait déja 1 solution qui ne s’annule pas sur [
Soit u cette solution connue qui ne s’annule pas sur I. Alors v” = au’ + bu.
u ne s’annulant pas sur I et étant de classe C? sur I, on va chercher z solution de (H) sous la

. . N X . .
forme x = zu, ce qui revient & poser z = = qui est bien de classe C? sur I.
U

T =uz

! / /
r=uz+uz
:L,/I — u//z + 2u/z/ + uz//
z solution de (H) <= 2’/ =ar' +bx << .. < 22 —au)+2'u=0 <= 2’ =

()
aq—— |z
u

On est ainsi ramené & résoudre une équation différentielle linéaire scalaire du ler ordre d’incon-
nue z’. On détermine alors 2’ et en primitivant on détermine z, donc on connait x et on sait ainsi
résoudre (H).

On est ensuite amené a résoudre (£) en se reportant aux méthodes rencontrées au-dessus.

Théoréme 17.4.2 Soit a,b et f des fonctions continues de I dans K.

Soit (x1,x2) un systéme fondamental de solutions de I’équation différentielle scalaire homogéne
2" = ax’ + bx

Alors les solutions de ’équation différentielle scalaire ¥/ = ax’ + bx + [ sont les fonctions

x = Cix1 + Coxa avec C Cy fonctions de classe C! de I dans K vérifiant :

C{CCl + Cél’g =0

Cray + Cyay = f
car ...
Exemple 17.4.3 On considére 'équation (H) : t?z" —2t(t+ 1)’ +2(t+ 1)z = 0. On la résout
sur I =0, +00].

Montrer que (H) a une solution du type t — t* sur I.
Résoudre alors (H) sur I
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Exemple 17.4.4 Soit (§) : t32” — ta’ + z = sin(1/t)

L’équation homogéne associée (H) posséde une solution simple. La trouver.
Résoudre alors (H).

Résoudre (£)

Exemple 17.4.5 On considére I’équation différentielle (H) : t>(1 —t)a” —t(1 +t)a’ + 2 = 0.
On la résoudra sur un intervalle I o définir.

Montrer que (H) posséde une solution développable en série entiére. Reconnaitre cette fonction.
Vérifier que cette fonction est solution de (H) sur I.

Résoudre alors (H) sur I. On obtient les solutions de (H) sur I :

tn [t] t

= A1

ce sont les fonctions t — «

17.5 Problémes de recollement
Il s’agit de résoudre des équations du type
ar’ +bxr =c

ou
az” +bx' +cx=d

avec a, b, ¢, d continues sur I, et a s’annulant sur I.
La question est alors de savoir s’il y a des solutions de 1’équation sur l'intervalle I.

Nous allons traiter cette question sur quelques exemples.
Remarquons que le théoréme de Cauchy ne permet pas de conclure ni sur ’existence de solutions
sur I, ni sur la dimension du sous espace des solutions de ’équation homogéne sur I.

Exemple 17.5.1 tz’ = (¢t + 1)x.

La résoudre sur R et sur R” .

Donner les solutions de cette équation définies sur R*.

Parmi ces solutions, y en a-t-il prolongeables par continuité en 0 ? Les déterminer.

Ces solutions sont-elles dérivables en 0 ¢ sont-elles solutions de ’équation différentielle ?

Conclure sur les solutions de ’équation sur R. Quelle est la dimension de l’espace des solutions
sur R ¢

Exemple 17.5.2 tz' = (t + 2)x.

La résoudre sur R et sur R* .

Donner les solutions de cette équation définies sur R*.

Parmi ces solutions, y en a-t-il prolongeables par continuité en 0 ? Les déterminer.

Ces solutions sont-elles dérivables en 0% sont-elles solutions de I’équation différentielle ?

Conclure sur les solutions de ’équation sur R. Quelle est la dimension de l’espace des solutions
sur R ?
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Exemple 17.5.3 tz’ = (t — 1)x.

La résoudre sur R et sur R* .

Donner les solutions de cette équation définies sur R*.

Parmi ces solutions, y en a-t-il prolongeables par continuité en 0% Les déterminer.

Ces solutions sont-elles dérivables en 0 ? sont-elles solutions de l’équation différentielle ?

Conclure sur les solutions de I’équation sur R. Quelle est la dimension de l’espace des solutions
sur R ?

Exemple 17.5.4 to/ = (t— 1)z +1—t.

Donner les solutions de cette équation définies sur R*.

Parmi ces solutions, y en a-t-il prolongeables par continuité en 0% Les déterminer.

Ces solutions sont-elles dérivables en 0 ? sont-elles solutions de I’équation différentielle ?
Conclure sur les solutions de I’équation sur R.

Que dire du probléme de Cauchy : ta' = (t — 1)z +1—t avec x(2) =3 ¥

Exemple 17.5.5 t22' =t(t — 1)z —t
Vérifier que la fonction t — — est solution particuliére de cette équation sur R*.

Résoudre cette équation sur R*.
Cette équation a-t-elle des solutions sur R ¢
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Chapitre 18

Calcul différentiel
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18.1 Différentiabilité

E, F et GG sont trois espaces vectoriels de dimension finie sur R.

18.1.1 Dérivée selon un vecteur

Définition 18.1.1 Soit U un ouvert de E, a € U et f : U — F.
Soit h € E.

On dira que f est dérivable en a selon le vecteur h si et seulement si la fonction de la variable
fla+th) — f(a)

" a une limite finie quand le réel

réelle t — f(a + th) est dérivable en 0 i.e. t —

t tend vers 0.
fla+th) — f(a)

" est appelé vecteur dérivé de f en a selon le vecteur h et se

Dans ce cas, lim
t—0

note parfois Dy f(a).

Remarque 18.1.2 U ouvert et a € U. Alors 3r > 0 tel que la boule ouverte B(a,r) C U.

Alors pour h # 0, la fonction t — f(a+th) est définie sur ] —r/ |||, 7/ ||| [, et donc létude de
sa dérivabilité en 0 est légitime.

R? - R
(z,y) —22%
Déterminer, si elle existe la dérivée de [ en a selon h.

Exemple 18.1.3 E=U =R?, f: { ,a=(1,1) et h=(1,2).

239
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R? — R?

(2,y,2) — (" +yz, et
Montrons que f a un vecteur dérivé en a selon h et le calculer. On trouwvera Dy 1, _1)f(1,0,1) =
(e —1,—=3e).

Exemple 18.1.4 f: { a=(1,0,1) et h=(1,-1,-1).

U — R

Exemple 18.1.5 E=R? et U =R x R*. f: 1,a=(1,1) et h=(1,2).

(.T,y) _>‘,I"2+7
Yy

Montrer que f a une dérivée en a selon h a déterminer.

Proposition 18.1.6 Soit A € R.
f a une dérivée en a selon h => [ a une dérivée en a selon M\h et Dy, f(a) = ADy, f(a).

car si A # 0, alors soit ¢ : t = f(a+th) et ¥ : t — f(a+ tAh). V¢ tel que max(|t|, | t]) <
ﬁ, P(t) = e(At), ie. |t| < min(ﬁ, B ”hH) Or ¢ dérivable en 0 donc ¢ aussi et ¢'(0) =
/\90/(0)7 ie. D)\hf(a) = Al)hf(a’)'

Si A = 0 alors I'application ¢ est constante, donc de dérivée nulle, d’ou Dy, f(a) = 0 et ADy, f(a) =
0, il y a encore égalité.

18.1.2 Dérivée selon les vecteurs d’une base

Définition 18.1.7 Soit B = (ey,...,e,) une base de E, U un ouvert de E,a €U et f : U — F.
La dérivée de f en a selon le vecteur ey, si elle existe, est appelée dérivée partielle de f en a selon

sa k**™¢ coordonnée (dans B) et se note souvent, s’il n’y a qu’une seule base en jeu : ——(a).
x

Donc aa—f(a) = D, f(a) = lim fla+tex) — f(a)'

T t—0 t

Exemple 18.1.8 Reprendre l'exemple 18.1.5. E = R? est muni de sa base canonique B = (i, )

= i = sterminer 04 of
avec i = (1,0) et j = (0,1). Déterminer o (a) et 9y (a).

ATTENTION f a des dérivées en a selon tous les vecteurs de B = f a des dérivées en a selon
tous les vecteurs de F.

Exemple 18.1.9 R? est muni de sa base canonique B = (i,j) avec i = (1,0) et j = (0,1). Soit

f(x y)% xgxi_’zjyg s1 (I,y)#(0,0)
o 0 si (z,y) = (0,0)

1. En revenant & la définition, montrer que [ a une dérivée en (0,0) selon le vecteur (1,0) et
selon le vecteur (0,1).

, of of -,
2. Qu’en conclure sur 3x(0’0) et By (0,0) ¢

3. Etudier I’existence de la dérivée de f en (0,0) selon le vecteur (1,1).

4. Remarque complémentaire : f est-elle continue en (0,0) ¢
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18.1.3 Expression dans une base de F' d’une dérivée selon un vecteur

Proposition 18.1.10 Soit B' = (e1, ..., €},) une base de .
U un owvert de E et f: U — F.

P
Notons fi, ..., fp les fonctions coordonnées de f dans la base B', i.e. Vo € U, f(x) = ka(x)e’k
k=1

ot fk :U — R.
Soita €U eth € F.
f a une dérivée en a selon h < Vk € [1,p], fr a une dérivée en a selon h

et alors Dy, f(a) = Z Dy, fr(a)e),.
k=1

fla+th) — fla) _ ZPZ frla+th) — fu(a) ,

, . e, (%) et on sait qu'une fonction vecto-
k=1

rielle a une limite en un point si et seulement si chacune de ses fonctions coordonnées a une limite

fr(a+th) — fi(a) N

une limite finie en 0, c’est & dire si et seulement si Vk € [1,p], fi est dérivable en a selon h.
L’égalité finale est alors la conséquence de (*).

car ¢ : t —

en ce point. Donc ¢ a une limite finie en 0 si et seulement si Vk, oy : t —

18.1.4 Différentiabilité en un point

Définition 18.1.11 U un ouwvert de E, a c U et f:U — F.

On dira que f est différentiable en a

< 3, € L(E,F) tqVh € Etga+h e U, f(a+h)= f(a)+L.(h)+|h] e(h) avec %in})s(h) =0
—

ot € est définie au voisinage de O et & valeurs dans F.
On dit aussi que f posséde un DL, en a.
Théoréme 18.1.12 f différentiable en a = f continue en a

car E étant de dimension finie, ¢, est continue sur E (comme toute application linéaire dont
lespace de départ est de dimension finie).
Alors }llin}) Lo(h) = £,(0) =0 et donc fltin%) f(a+h) = f(a), f est ainsi continue en a.

— —

Théoréme 18.1.13 f est différentiable en a = Vh € E, f a une dérivée en a selon h
et alors Dy, f(a) = £, (h).

car ...
of
Remarque 18.1.14 87((1) = D,, f(a) = L,(ex).
k
Matriciellement, dans les bases B de E et B’ de F, la matrice colonne de %(a) est donc la
k

keéeme colonne de la matrice de ¢, .

Conséquence 18.1.15 Si f est différentiable en a, alors ¢, € L(E, F) est unique.
On Uappelle Vapplication différentielle de f en a. On la note df, ou df (a). Donc avec ces nota-
tions,

Vh tga+h e U, fla+h)= f(a)+df.(h)+ ||h] (k) avec }llim e(h) =0

—0

df.(h) ne note aussi df (a).h
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R? — R?
(z,y) — (32° +y,zy)
tiable en a et donner la matrice de df, dans la base canonique de R

Exemple 18.1.16 Soit f : { et a = (1,2). Montrons que f est différen-

Pr0p051t10n 18.1.17 Soit f différentiable en a, B = (ey,...,e,) une base de E.
” 0
Pour h = Z hrex, alors dfa(h Z hk f

k=1

C’est le théoréme 18.1.13 en utilisant le fait que df, est linéaire :

dfa thdfa ek: thDekf aaxf ( )hk

0
Notation 18.1.18 L’application df, se note df, = Z pr. f a)dxy o dry : (1, .0y Ty) — Tg-

Proposition 18.1.19 Soit f : U — F' et B' = (e}, ..., €},) une base de F.

P
Notons f1, ..., fp les fonctions coordonnées de f dans B’ : f = ije;- ou f; : U — R.

j=1
Soit a € U.
f est différentiable en a si et seulement si Vj € [1,p], f; est différentiable en a et alors

Vh tqga+h e U, df.(h de]
car ...

18.1.5 Application différentiable sur un ouvert

Définition 18.1.20 f:U — F.
On dira que f est différentiable sur U si et seulement si f est différentiable en tout point de U.

L(E,F
On appelle alors application différentielle de f sur U lapplication df : {U - df( F)
a — a

Exemple 18.1.21 f constante sur U = f différentiable sur U et df = 0.
car Va € U, f(a+h) = f(a) = f(a) +0(h) + ||h|| 0 et donc Va € U, df(a) =
Exemple 18.1.22 f € L(E,F), alors [ est différentiable sur E et Va € U, df, = f.

car Va € E, Vh € E, f(a+ h) = f(a) + f(h) = f(a) + f(h) + ||h]| 0 et donc f est différentiable
en a et df, = f.

df:{U — L(E, F)

a —f

Exemple 18.1.23 Cas ot £ = R et U = [ intervalle de R. f : I — F. f différentiable en
a <= f dérivable en a (voir chapitre "fonctions vectorielles”) et df,(h) = f'(a)h.
f différentiable sur I < f dérivable sur I
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18.1.6 Matrice Jacobienne

Définition 18.1.24 FE de dimension n et F' de dimension p et U ouvert de E.

Soit B une base de E et B’ une base de F. Soit a € U.

f:U CE — F différentiable en a.

On appelle matrice Jacobienne de f en a dans les bases B et B' la matrice de l'application linéaire
df, dans les bases B et B'.

On la note sowvent Jp p f(a) = Matp pdf,

Exemple 18.1.25 Reprendre les exemples 18.1.3 et 18.1.16, et dans chaque cas donner la ma-
trice Jacobienne de f en a dans les bases canoniques de E et F'.

(R*)*> — R3
Exemple 18.1.26 : 1z s

($,y) %(E,g,zy)
Montrer que f est différentiable en (xo,y0) et donner la matrice Jacobienne de f dans les bases
canoniques de R? et R3.

et a = (xo,y0) € R*.

Proposition 18.1.27 Si f: U C R™ — RP. et B et B’ les bases canoniques de R™ et RP.

of1 of1
Alors Jgp f(a) =
Ofp Ofp
o, (a) ... D, (a)
car la colonne j de la matrice de df, est constituée des coordonnées de dfq(e;) = D, f(a) =
a—f(a) dans la base B’.
8$j

Cas particulier ou £ = F
Alors df, € L(F). Dans une base B de E, la matrice Jacobienne est une matrice carrée. Dans ce
cas on appelle Jacobien de f en a le déterminant de la matrice Jacobienne de f en a.
Le Jacobien de f en a est donc

0f1 0f1
87551 (a) @(a)
Ofn 0 fn
371(“) D, (a)
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18.2 Opérations sur les applications différentiables

18.2.1 Combinaisons linéaires

Théoréme 18.2.1 Soit f,g: U C E — F. SoitacU.
f et g différentiables sur U (resp en a) = Y\, u € R, \f + pg est différentiable sur U (resp en

a) et d(\f + pg) = Mf + pdg (resp A\ f + pg)a = Adfa + pdga)

car ...

18.2.2 Différentielle de B(f,g) ot B est une application bilinéaire et f
et g différentiables

Théoréme 18.2.2 Soit f,g: U C E — F différentiables sur U.

B : F x F — G application bilinéaire.

Alors B(f,g) est différentiable sur U et d(B(f,q)) = B(df,G) + B(f,dG),i.e.
VaeU, Vhe E tga+heU, d(B(f,9))a(h) = B(dfa(h), g(a)) + B(f(a), dga(h)).

car ...

Exemple 18.2.3 Soit f: U — F, g: U — F. On suppose que F est muni d’un produit scalaire.
f et g différentiables sur U =< f,g > différentiable sur U et
VaeU, d< f,g>a=<dfa,g(a) >+ < f(a),dgs >.

Exemple 18.2.4 f : U — R?, g : U — R? différentiables sur U, ot R® est muni du produit
scalaire usuel.
Alors f A g est différentiable sur U et Va € U, d(f A g)a = dfa A g(a) + f(a) A dg,.

Exemple 18.2.5 f: U = R?, g: U — R3, h: U — R? différentiables sur U ou R? est muni
de la base canonique.

Alors det(f,g,h) est différentiable sur U et

Va € U, d(det(f,g,h))a = det(dfa, g(a), h(a)) + det(f(a), dga, h(a)) + det(f(a), g(a), dha).

18.2.3 Différentielle d’une composée d’applications différentiables

Théoréme 18.2.6 E, F,G des espaces vectoriels de dimension finie.
U ouvert de E et V ouvert de F.
f:U=Fetg:V—Gavee f(U)CV.

f différentiable sur U
= gof différentiable sur U et VYa € U, d(gof)a = dgs(a)odfa

g différentiable sur V.

car ...
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Conséquence 18.2.7 sur les matrices jacobiennes :

By base de E

et les mémes hypothéses sur .
By base de F up 19

B3 base de G

Alors J31,33 (gOf)(a) = JBQ-,Bsg(f(a)) X JBlszf(a’)

18.2.4 Régle de la chaine

Théoréme 18.2.8 U ouvert de R™, V ouvert de RP et W ouvert de R™.
p:U—=>Vetf:Vo>Witqge diﬁérentiable sur U et f différentiable sur V.

Soit F' = fop. Soit a=(ur,...,un) €U et b=p(a) = (z1(a),...,zp(a)), donc F(a) = f(b).
alors Vj € [1,m], — Z a—f gzk( )
k=1 J

en utilisant les matrices jacobiennes ....
Exemple 18.2.9 Soit f : R?> — R une fonction différentiable sur R?.

R —R

Soit F : 5 et a € R. Ezprimer F'(a) en fonction des dérivées partielles de f
t = f(t2+1,13)

en a.

Exemple 18.2.10 Soit f : R?> — R une fonction différentiable sur R2.
R3 =R
Soit F' .
(u,v,w) — f(uv+ vw,2u+ 3v+ 4w)
Soit a = (o, 8,7) € R?.
Apreés avoir justifié que I est différentiable sur R?, exprimer les dérivées partielles de F en a en
fonction des coordonnées de a et des dérivées partielles de f

Exemple 18.2.11 Soit f; et fo des fonctions différentiables sur R? ¢ valeurs dans R.

R? — R?

(u,v) = (f1(u? + 0%, 2uv), f2(3u + 4v, 9u?v))
Apres avoir justifié que F est différentiable sur R?, exprimer les dérivées de F selon les vecteurs
de base de R? en fonction des dérivées partielles de f1 et de fs.

Soit F :

Exemple 18.2.12 A connaitre : passage en coordonnées polaires.

Soit U un ouvert de R? ne contenant pas (0,0). Pour tout (z,y) € U on pose x = rcos(f) et
y = rsin(0).

Soit f: U C R? — R différentiable sur U. On pose F(r,0) = f(x,y) = f(rcosf,rsin).

F 0) 8F
T

Ezprimer — (r,0) en fonction des dérivées partielles de f et de r et 6.



246 CHAPITRE 18. CALCUL DIFFERENTIEL

18.2.5 Dérivée le long d’un arc

Théoréme 18.2.13 Soit v un arc paramétré de classe C* sur un intervalle ouvert I , a valeurs
dans un ouwvert U de F.

Soit f: U — F différentiable.

Alors fory est différentiable sur I et Vt € I,(foy)'(t) = dfyw) (7 (t)).

car ...

18.2.6 Cas des fonctions numériques

f:U C E — R différentiable en a € U. On sait que df, € L(E,R), i.e. df, est une forme
linéaire sur FE.

Théoréme 18.2.14 Représentation des formes linéaires dans un eve
E un eve et p € L(E,R).
Alors Jla € E, Vx € E, ¢(z) =< a,x >.

car ...

Remarque 18.2.15 (e théoréme est important, bien au dela de son application dans le cas des
fonctions différentiables

Définition 18.2.16 Gradient
f:U CFE — R différentiable sur U et a € U.
On appelle gradient de f en a lunique vecteur de E noté grad f(a) ou V f(a) défini par

Vh e E, df,(h) =< grad f(a),h >
Un tel vecteur existe et est unique, vu le théoréme précédent.

Remarque 18.2.17 f: U — R différentiable en a € U.
alors, Vh e E tga+h e U, f(a+h)= f(a)+ < grad f(a),h > +| k]| e(h) avec }llinbs(h) =0.
—

Remarque 18.2.18

La dérivée de f en a selon le vecteur u est D, f(a) = df (a)(u) =< grad f(a),u >.

Supposons v unitaire et grad f(a) # 0, alors |< grad f(a),u >| < ||grad f(a)| avec égalité si et
seulement si les vecteurs u et grad f(a) sont colinéaires.

Donc grad f(a) est colinéaire au vecteur unitaire selon lequel la dérivée de f en a est maximale.

Proposition 18.2.19 Expression du gradient dans une base orthonormée
Soit (e1, ..., e,) une base orthonormée de E., et f : U — R différentiable en a € U.
n

of

Alors grad f(a) =
grad f(a) 2 Guy

(a)er

Car (e, ..., e,) une base orthonormée de E.
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hi

of

AlorsVh € E, df,(h) = (aml( ), .. aaxf( )) | = a—f Ve _<Za ek,thek >,

et donc grad f(a Z a—f

=1

Exemple 18.2.20 Ezxpression du gradient en coordonnées polaires.

Soit E de dimension 2 et (e1,es) une base orthonormeée de E.

Soit f différentiable sur un ouvert U de E ne contenant pas le vecteur nul, & valeurs dans R.
Pour (x,y) € R? posons z = rcosf et y = rsinf.

On note ug = cosfeq + sinfley et vg = — sin ey + cos fes.

On note F la fonction telle que V(z,y) € U, f(xe1 + ye2) = F(r,0) = f(rcosfey + rsinfes).

oF 10F

Montrer que grad f(a) = o —(r, Q)ug + — o0 -7 (1,0)vg

18.2.7 Extremums locaux d’une fonction numérique différentiable

Définition 18.2.21 Soit U un ouwvert de E, a € U et f: U — R.

On dira que f présente un mazimum (local) en a si et seulement si AV wvoisinage de a tel que
Ve eV, f(z) < fla).

On dira que f présente un minimum (local) en a si et seulement si 3V wvoisinage de a tel que
VeV, f(z) > f(a).

On dira que f présente un extremum en a si et seulement si f présente un mazimum en a ou f
présente un minimum en a.

Donc f présente un extremum en a si et seulement si
vr eV, f(z) > f(a)
3V voisinage de a tq V' C U et ¢ ou

Ve eV, f(z) < f(a)

Remarque 18.2.22 f présente un mazimum en a si et seulement si —f présente un minimum
en a.
On peut donc toujours se ramener au cas d’un minimum.

Théoréme 18.2.23 Soit U ouvert de E, f: U — R différentiable sur U.

of

f a un extremum en a = df, =0, i.e. Vk € [1,n], a—(a) =0, i.e. grad f(a) =
T

car ...
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Définition 18.2.24 Soit U un ouwvert de E, a € U et f : U — R différentiable sur U.
On appelle point critique de f tout élément a de U tel que df, = 0.
On appelle valeur critique de f toute valeur f(a) lorsque a est un point critique.

On vient donc de prouver que f a un extremum en ¢ = @ est un point critique. La réciproque
est fausse.

Exemple 18.2.25 f: (z,y) — 22 + zy + y°.
Déterminer les points critiques de f.
f a-t-elle un extremum en ces points critiques ?

Exemple 18.2.26 f: (v,y) — 22(1 +y) +y>.
Déterminer les points critiques de f.
f a-t-elle un extremum en ces points critiques ?

18.3 Applications de classe C!

18.3.1 Définition

Définition 18.3.1 Soit f: U C E — F.
f est différentiable sur U

On dira que f est de classe C' sur U si et seulement si .
df est continue sur U

donc

Proposition 18.3.2 Si B = (ey,...,e,) est une base de E,
f est différentiable sur U

f est de classe C' sur U si et seulement si et

13}
Vk € [1,n], % est continue sur U
k

De plus,

P
Proposition 18.3.3 Soit B’ = (e}, ...,e]) une base de F, notons f = ijeg, ot les fonctions

€
j=1
fj sont les fonctions coordonnées de f sur B’ : f; : U — R.
[ est différentiable sur U
f est de classe C' sur U si et seulement si et of
Vk € [1,n], V5 € [1,p], a—J est continue sur U
Lk

car une fonction est continue sur U si et seulement si ses fonctions coordonnées sont continues
sur U ...

Exemple 18.3.4 f une fonction constante sur U. On a vu dans l'exemple 18.1.21 que Va €
U — L(E,F)

,i.e. df =0, donc f est de classe C' sur U
a —0

U, df, =0. Donc df : {
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U= (R*)? —R3

Exemple 18.3.5 Reprenons l’exemple 18.1.26 : f : 1 x . On a vu que
(iC,y) _>(57§7my)

f est différentiable sur U.

Soit B la base canonique de R?, B’ la base canonique de R>.

—1/x? 0
On a vu que pour (l‘,y) € (R*>25 JBJj”f(xvy) = 1/y 7$/y2
Yy xr

L’application (z,y) — Jpp f(z,y) est continue sur U.
Ainsi f est de classe C' sur U.

18.3.2 Caractérisation par les dérivées partielles

Théoréme 18.3.6 Soit f : U C E — F et B une base de E.

Les dérivées partielles par rapport aux vecteurs de base existent en tout point, et

f est de classe C' surU <= L p ) P pp. p
ces dérivées partielles sont continues sur U

Théoréme admis.

L’intérét de ce théoréme c’est qu’il n’est plus nécessaire de prouver la différentiablilité de f sur

U, cette différentiablilité est acquise par 'existence et la continuité des dérivées partielles de f.

R? —R3

1
2 z+3
(x,y) —><x +3y’x2+y2+1’€£ y)

Cl sur R? (et donc différentiable), et donner sa matrice Jacobienne dans les bases canoniques
de R? et R3.

Exemple 18.3.7 f : . Montrer que f est de classe

18.3.3 Opérations sur les fonctions de classe C!

On note C(U, F) I'ensemble des fonctions de classe C! sur U a valeurs dans F.
Théoréme 18.3.8 C1(U, F) est un espace vectoriel.
car ...

Théoréme 18.3.9 Soit f,g € C1(U,E) et B: E x E — F une application bilinéaire.
Alors B(f,g) est de classe Ct sur U

car ...

Théoréme 18.3.10 FE, F, G des espaces vectoriels de dimension finie. U ouvert de E et V ouvert
de F.

fU=>Ftgf(lUCVetg:V—QaG.

f de classe C' sur U et g de classe C* sur V == gof de classe C' sur U.
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car ...

Conséquence 18.3.11 — Les fonctions polyndmes de n variables sont de classe C* sur R™.
— Les fraction rationnelles de n variables sont de classe C' sur leur ensemble de définition.

18.3.4 Accroissement d’une fonction

Théoréme 18.3.12 Soit f: U C E — F de classe C' sur U.
Soit v:[0,1] = U de classe C* sur I =[0,1].

On pose ¥(0) = a et y(1) = b.
1

Alors £0) = (@) = [ db (' ®)
car ...

Théoréme 18.3.13 Caractérisation des fonctions constantes sur un ouvert connexe
par arcs.

Soit U un ouvert conneze par arcs, et f : U — F de classe C' sur U,

f est constante sur U <= df =0.

On a déja vu au 18.3.4 le sens direct
Montrons la réciproque ...

18.4 Dérivées partielles d’ordre supérieur

18.4.1 Définition

Définition 18.4.1 Soit f: U C E — F avec U ouvert.
B = (ey,...,en) une base de E et a € U.

0
On suppose que la fonction D, f = Bf eziste au voisinage de a.

T

0
Si cette fonction admet une dérivée en a selon le vecteur e;, alors cette dérivée — <8f> (a)
T €T
se notera 0
a).
8:1@8:51'
0% f 0?

Dans le cas ot j =1, a) se notera —=(a).

Par récurrence, de proche en proche, on peut définir des dérivées partielles d’ordre 3, 4 ...

Exemple 18.4.2 f: (z,y,2) — (2% + 2yz,y? + 2?).

1. Justifier que f est de classe C' sur R®. Donner sa matrice jacobienne dans les bases
canoniques de R? et R2.

of  of

2. Justifier que les fonctions Iz et o sont elles aussi de classe C' sur R3.
€ Y

0*f 9*f O*f t82f

0x0y’ 02’ Oyox ¢ dy?

3. Déterminer les fonctions
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18.4.2 Le théoréme de Schwarz

Théoréme 18.4.3 Sous les mémes hypothéses qu’au dessus,

2 2
Si o°f et o°f sont continues sur U, alors
89@6‘@ 81’18%
2 2
Ya € U, o7 o/

8.’13j8l‘i (a) - 8.’1)1'8.13]‘ (a)

Théoréme admis.
voir un exemple ci dessus.

2 2
ATTENTION : on connait des fonctions pour lesquelles 3a € U/ ajjafxl (a) 8aiaij a)
22 — 12
Exemple 18.4.4 Soit f: (z,y) — W, ™ (z,9) #(0,0)
0 sinon

1. Montrer que f est de classe C' sur R2
0% f
Jzxdy
0% f % f
dzxdy et Oyox

0% f
Oyor

(0,0) et

2. Déterminer, si c’est possible, (0,0)

3. Que dire de la continuité de en (0,0) ?

18.4.3 Fonctions de classe C*

Théoréme 18.4.5 Soit f : U C E — F de classe C* sur U.
Les propriétés suivantes sont équivalentes

1. 3B base de E dans laquelle les dérivées partielles de f sont de classe C*

2. Vh € E, Dyf:a— Dpf(a) est de classe C* sur U

3. Les dérivées partielles de f par rapport a toute base de E sont de classe C' sur U
4. df est de classe C' sur U (a valeurs dans L(E, F)).

car ...

Définition 18.4.6 Une fonction f est de classe C? sur U si et seulement si elle vérifie I'une
des propriétés du théoréme ci-dessus.
On note C*(U, F') I’ensemble des fonctions de classe C? sur U a valeurs dans F.

Remarque 18.4.7 Le théoréme de Schwarz est applicable auz fonctions de classe C? sur U.

Définition 18.4.8 On dira que f est de classe C* sur U si et seulement si f admet toutes
les dérivées partielles dans une base 4 tout ordre inférieur ou égal a k et si toutes ces dérivées
partielles sont continues sur U.

Proposition 18.4.9 Opérations sur les fonctions de classe C* sur U
— Toute combinaison linéaire de fonctions de classe C* sur U est de classe C* sur U.
— f:U—>Fetg:VCF—Gave f(U)CV.
f de classe C% sur U et g de classe C* sur V.= gof de classe C* sur U.
— f:U— Fetg:U— F. B application bilinéaire sur F.
f et g de classe C* sur U = B(f,g) de classe C* sur U.
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Cas particulier 18.4.10 cas des fonctions a valeurs dans R.
— Le produit de fonctions de classe C* sur U est de classe C* sur U

1
— f de classe C* sur U et f ne s’annule pas sur U —> ? est de classe C* sur U.

Exemple 18.4.11 Les fonctions polynomiales de n variables sont de classe C*° sur R"
Les fractions rationnelles de n variables sont de classe C*° sur leur ensemble de définition.

18.4.4 Exemples d’équations aux dérivées partielles

e Equations du type ? = 0 sur Pouvert U =]a, b[x]c,d]
x
Le but est de déterminer les fonctions f : U — R de classe C! sur U =]a, b[x]c, d] telles que
of
— =90
ox

Théoréme 18.4.12 f de classe C' sur U =|a,b[x]c,d[ est solution de % =0 <

3o e, d[— R de classe C sur]c,d| tq V(z,y) € U, f(x,y) = p(y)
car ...

e Equations du type %(m,y) = g(z) sur 'ouvert U =]a,b[X]c,d] avec g continue sur
Ja, b

La encore on cherche les fonctions de classe C! sur U solutions.

Notons G une primitive de g sur ]a, b].

Alors f est solution si et seulement si 3h de classe C* sur Jc,d[ tq V(z,y) € U, f(z,y) =
G(z) + h(y).

car ..

. 0 .
e Equations du type 8—f(x,y) = g(z,y) sur Pouvert U =la,b[X]c,d| avec g continue sur
x
la, b[x]e, d|
La encore on cherche les fonctions de classe C' sur U solutions. L’idée consiste & chercher une
primitive de la fonction x — g(z,y) pour y fixé.

0
Exemple 18.4.13 Déterminer les fonctions de classe C* sur R? solutions de a—f =22 4+ 42
x
. O’ f .
e Equations du type 920 (z,y) = g(x,y) sur Pouvert U =|a,b[x]c,d| avec g continue
ToyY
sur |a, b[x]c,d|
2
Exemple 18.4.14 Déterminer les fonctions de classe C? sur R? telles que —= (v,y) = x

Ox2

2

Exemple 18.4.15 Déterminer les fonctions de classe C? sur RxIRY telles que 970 (x,y) = %
oy Y

e Utilisation d’un changement de variable
Changement de variable affine : Déterminer les fonctions f de classe C' sur R? & valeurs

dans R telles que % — % = k avec k constante.
oxr Oy
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On s’aidera du changement de variable affine : u =2 +y, v =2 —y.

Changement de variable en polaire : Déterminer les fonctions f de classe C! sur |0, +00[xR

0 0
et & valeurs dans R solutions de : m—f + y—f = 2(2? +y?)

ox y
On pourra utiliser le changement de variable polaire x = rcosf, y = rsin 6.

0? 0?
Déterminer les fonctions f de classe C? sur R? solutions de : 875 - a—g =2 — 2.
€T Y
On pourra utiliser le changement de variable u =x+y, v=x —y

18.5 Vecteurs tangents et lignes de niveaux

18.5.1 Vecteurs tangents

Définition 18.5.1 Soit X une partie de E, a € X et v un vecteur de E.
On dit que v est tangent @ X en a si et seulement si il existe vy arc paramétré défini sur [—1,1]
et de classe C! tel que v est a valeurs dans X, et v(0) = a et v/ (0) = v

Exemple 18.5.2 E = R3 et () la sphére unité.
Soit M € (%), alors tout vecteur v tel que OM Lv est tangent a (X) en M

car ...

Exemple 18.5.3 E = R? et X le cylindre circulaire droit d’axe (O,E) et de rayon 1. Soit
MeX.

— Alors k est tangent a X en M
— Soit P le plan orthogonal 4 k et passant par M. Alors PN X est un cercle. Tout vecteur
tangent a ce cercle en M est tangent a X en M.

car ...

Théoréme 18.5.4 Soit U un ouvert de R?, f: U — R de classe C*.
Soit X la nappe définie par f, i.e. la surface de R® d’équation z = f(z,y).

Zo

Soit My = € X avec (x9,y0) € U et zo = f(z0, o).
Yo

20
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1 0
Alors ’ensemble des vecteurs tangents a X en My est le plan Vect 0 , 1
af af
%(9307310) a*y(fl?o,yo)

car ...

Conséquence 18.5.5 M est dans le plan tangent ¢ X en My <= MOM est combinaison

1 0
linéaire de et
0 1
0 0
a*f;(fﬁo,yo) 8%;(%0’%)
xr — Xo 1 0
<= =0
Y— Y 0 1
0 0
2= Flaow) Gan) G (o)
0 0
=~ 20) g () — (0 = 90) 9 (.0 + (2 = Fan,0) = 0
0 0
< z= f(wo,y0) + (x — mo)%(%ﬂo) + (y — yo)%(xo»yo)

Exemple 18.5.6 Soit (X) la sphére d’équation 2 + y? + 2% = 1.
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1/2

Soit A = . Déterminons ’équation du plan tangent a () en A.

,\/3/2

18.5.2 Lignes de niveaux

Définition 18.5.7 Soit f: U C F — R.
Pour k réel, on appelle ligne de niveau k de [ ’ensemble Ly, = {u € U/ f(u) = k}.
On dira qu’un ensemble L est une ligne de niveau si et seulement si Ik € R tel que L = Ly

Théoréme 18.5.8 E eve, f: U C E — R de classe C!
Soit k € R et Ly, la ligne de niveau k.
Les vecteurs tangents a Ly en un point a de Ly sont orthogonauz 4 grad f,.

car ...



