Chapitre 14

Familles sommables de nombres
complexes

14.1 Dénombrabilité

14.1.1 Ensembles dénombrables

Définition 14.1.1 Un ensemble est dit dénombrable s’il est en bijection avec IN.

Exemple 14.1.2 Z est dénombrable.
N —=Z

En effet considérons f : n/2 sin est pair . Montrer que f est bijective.
n
—(n+1)/2  sin est impair

Théoréme 14.1.3 Toute partie infinie de IN est dénombrable

Car : soit F une partie infinie de IN. F posséde un plus petit élément. On le note f(0). Puis E \
{f(0)} posséde un plus petit élément qu’on note f(1). Puis, par récurrence, E\{f(0), f(1),..., f(n — 1)}
posséde un plus petit élément qu’on note f(n). On a ainsi construit une fonction f : N — E
strictement croissante car f(n+ 1) > f(n) + 1, donc f est injective.

Montrons que f est surjective. Soit g € E.

f croit strictement et est & valeurs dans IN donc nll)rfm f(n) = 4o00. D’ott, Ip e N, f(p) < g¢<

flp+1). Or f(p+1) est le minimum de E\ {f(0,..., f(p)}, et ¢ € E donc g = f(p). f est donc
surjective donc bijective de IN sur F, et donc E est dénombrable.

Corollaire 14.1.4 Un ensemble est fini ou dénombrable (on dit aussi "au plus dénombrable")
st et seulement si il est en bijection avec une partie de IN.

car ...

14.1.2 Produit cartésien d’ensembles dénombrables

Théoréme 14.1.5 IN? est dénombrable.

car ...
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Théoréme 14.1.6 Un produit cartésien fini d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Par récurrence : Pour n = 2, Soient E et F deux ensembles dénombrables. Soit f : F — IN et
g : F — NN bijectives. Alors application (f, g) : ExF — IN? est bijective. Or IN? est dénombrable,
donc il existe une application ¢ : N? — IN bijective. D’oi1, @o(f, g) est une application bijective
de F x F dans IN, et donc, E X F' est dénombrable.

Puis, By X By x ... x Eppq = (E1 X ... x Ep) X Epy1 qui permet de terminer la récurrence.

Conséquence 14.1.7 Z2, ZP ou p € IN* sont dénombrables.

14.1.3 Réunion d’ensembles dénombrables

Théoréme 14.1.8 Une réunion finie d’ensembles dénombrables est dénombrable.

Si I est un ensemble dénombrable, et si Vi € I, E; est un ensemble dénombrable, alors | J E; est
=

dénombrable.

On résume ceci en disant qu’une réunion aw plus dénombrable d’ensembles dénombrables est

dénombrable.

car ...

Conséquence 14.1.9 Une réunion finie ou dénombrable d’ensembles au plus dénombrables est
au plus dénombrable.

Conséquence 14.1.10 Q est dénombrable.

En effet, Q = {p/p S Z}. Notons E, = {p/p € Z}. Chacun de ces E; est en bijection
qeIN* q
avec Z qui est dénombrable. Donc les F, sont dénombrables, et donc Q est réunion dénombrable

d’ensembles dénombrables, donc est dénombrable.

Exercice 14.1.11 Le but est de montrer que l’ensemble P des parties finies de N est dénom-
brable.

1. Notons P,, l’ensemble des parties de [0,n — 1]. Quel est le cardinal de P, ?

2. Décrire P a l’aide des P, et conclure.

14.1.4 Ensemble des réels
Théoréme 14.1.12 R n’est pas dénombrable.

démonstration non exigible.

14.2 Familles sommables de réels positifs

Sauf mention du contraire, I est un ensemble dénombrable.
Définition 14.2.1 Soit (u;);c; une famille de réels positifs avec I ensemble dénombrable.

On dira que cette famille est sommable si et seulement si Zul/ F partie finie de 1 } est un
icF

ensemble majoré.

Dans ce cas, la borne sup dans Ry de cet ensemble est appelée "somme de la famille". Elle est
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notée Z Uj.
il
Si la famille n’est pas sommable, alors on dira que Zu, = +4o00.
iel

1
Exemple 14.2.2 Montrons que la famille ( n’est pas sommable. Considérons

¢ ) q€QN[1,+00]

E=QnN|[1,2]. E est-il fini ? dénombrable ?

1
Soit n € N. Montrer qu’il existe une partie finie F,, de E telle que Z — 2 g
qeFy
Conclure
Proposition 14.2.3 Soit (u;);c; une famille sommable de réels positifs.
Soit J C I. Alors la famille (u;);cy est sommable et Zul < Zul
ieJ iel
car {Z u;/ F partie finie de J } C {Zui/ F partie finie de I }, et donc {Zuz/ F partie finie de J }
= i€F i€F
est majoré.
De plus tout majorant de {Z u;/ F partie finie de I } majore {Zul/ F partie finie de J },
i€F i€F

ce qui prouve 'inégalité demandée.

Proposition 14.2.4 Soit (u;)ics et (v;)icr deux familles de réels positifs tels que Vi, u; < v;.
o Si (v;)ier est sommable alors (u;);cr est sommable et 0 < Zul < Zvi
il il
e Si (u;)ier n'est pas sommable, alors (v;)icr n'est pas sommable.
car ...

Théoréme 14.2.5 Théoréme de sommation par paquets
Soit (Ip)nen une partition de I.
Soit (u;)icr une famille de réels positifs.
Vn € N, (u;)icr, est sommable

et
La famille (u;);c1 est sommable <~ (

la série E

n

E U/L'> converge

iel,

+o00
et dans ce cas Zul = Z (Z u1>

i€l n=0 \iel,

Démonstration hors programme.

Exemple 14.2.6 Montrons que la famille < est sommable.

1
(m + n)3 ) (m,n)eN*2
Pour p € N*, notons I, = {(m,n) € IN*? /m +n =p}.
Vérifier que la famille (I,)pen- est une partition de IN*2,
Conclure en appliquant le théoréme de sommation par paquets.
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Théoréme 14.2.7 .
(u;)ier famille sommable de réels positifs

(vi)ier famille sommable de réels positifs

et alors 2:(11z +v;) = Zui + Zvi

el el Bel

} = (u; + v;)ics est sommable

car ...

Théoréme 14.2.8 .

(u;)ier famille sommable de réels positifs } — (aus)icr est sommable

a=0
et alors Z(aui) =« Z U;
iel i€l

car ...

14.3 Familles sommables de réels ou complexes

14.3.1 Généralités

Définition 14.3.1 Soit I un ensemble dénombrable.
On dira que la famille (u;);cr de nombres réels ou complexes est sommable si et seulement si la
famille de réels positifs (Ju;|)icr est sommable (on se raméne au paragraphe précedent)

Définition 14.3.2 .
o Soit (u;)icr une famille sommable de réels.
Notons Iy ={i€ I/ u; >0} etI_={iel/ u <O0}.
On appelle somme de la famille le réel Zui = Z |u;| — Z |

i€l el i€l
e Soit (u;);cr une famille sommable de nombres complezxes.
On appelle somme de la famille le complexe Zuk = ZRe(uk) +1i me(uk)

kel kel kel

Ces définitions ont bien un sens car :
1) Si (u;)ier est une famille sommable de réels, alors la famille (Ju;|);c; est sommable et donc
les familles (|u;|)ier, et (Jus|)icr_ sont sommables (voir 14.2.3)
2) Si (u;)ier est une famille sommable de complexes, alors la famille (|ug|)kes est sommable. Or
|Re(ug)| < |uk| et [Im(ug)| < |ug|, donc les familles (Re(ux))ker et (Im(ug))ker sont sommables.

Conséquence 14.3.3 Soit (u;);c; une famille sommable de réels. Alors pour tout J C I, (u;)ics
est sommable sur J

car ...

14.3.2 Linéarité de la somme de familles sommables

Théoréme 14.3.4 Soient (ug)kes et (vk)ker deuz familles sommables de réels ou complexes, et
soit v et B deux scalaires (réels ou complezes). Alors la famille (auy + Bv)rer est sommable et
> o+ o)~ Y 5

kel kel kel

car ...

Conséquence 14.3.5 L’ensemble des familles sommables sur I est un espace vectoriel, et l’ap-
plication (ug)ker — Zuk est linéaire.
kel



14.3. FAMILLES SOMMABLES DE REELS OU COMPLEXES 175

14.3.3 Lien entre familles sommables et séries

Lemme 14.3.6 I =N et soit (un)nen une famille de réels positifs.
La famille (un)nen est sommable < la série Zun converge,

n
400
et alors Z Uy = Zun
n=0

nelN
car ...

Théoréme 14.3.7 I =N et so0it (uy)nen une famille de réels ou complezes.
La famille (up)nen est sommable < la série Zun converge absolument,

n
—+o0
et alors E Uy, = E U«
n=0

nelN
car ...

14.3.4 Permutation des termes d’une série

Théoréme 14.3.8 Soit Zun une série de complexes absolument convergente, et soit o une

+oo 400
bijection de N sur IN. Alors Zug(n) converge absolument et Z Ug(n) = Z Uy -
n n=0 n=0

Démonstration non exigible.

14.3.5 Théoréme de sommation par paquets

Théoréme 14.3.9 Théoréme de sommation par paquets
Soit (Ip)nen une partition de I.
Soit (u;)icr une famille de réels ou complexes.
Vn € N, (u;)icr, est sommable

et
La famille (u;);c1 est sommable < (

la série E

n

Z |uL|) converge

icl,
+oo
et dans ce cas g u; = E g U;
il n=0 \i€l,

Montrons 1’équivalence :
(u;)icr est sommable <= (|u;|);cs est sommable. On applique le théoréme 14.2.5

Vn € N, (|ui])ier, est sommable Vn € N, (u;)icr, est sommable
et et
(lwi|)ier est sommable <= =
la série Z (Z ul|> converge la série Z (Z |uz|> converge
n  \i€l, n \i€l,

La démonstration de 1’égalité est hors programme.

Remarque 14.3.10 ATTENTION : la famille peut ne pas étre sommable avec, cependant la

série E E U; qui converge

n icl,



176 CHAPITRE 14. FAMILLES SOMMABLES DE NOMBRES COMPLEXES

par exemple Vn, u, = (—=1)" et I, = {2n,2n + 1}.
La famille (I,,)nen est une partition de IN et Vn, Z u; = 0 donc la série Z Z u; converge.

iely, n i€l,
Pourtant la famille (u,),en n’est pas sommable (sa série ne converge pas absolument)

Exemple 14.3.11 Soit q € C tel que |q| < 1. Montrons que la famille (q|p|)p€Z est sommable et
donner sa somme.
On utilisera une sommation par paquets en écrivant Z = Z._* UN.

14.4 Séries doubles

14.4.1 Théoréme de Fubini : interversion des sommations

Théoréme 14.4.1 Cas des réels positifs.
S0it (am,n)(mn)en> une famille de réels positifs.

Vn € N, la série E Qm,n COMVETGE

m
400
la série g g Qm,n | converge
n m=0

Cette famille est sommable <—

Dans ces conditions

P B (5 )

(m,n)eN? n=0 \m=0 m=0 \n=0
car ...
+oo +oo
. o : 1
Exemple 14.4.2 Calculons aprés avoir justifié son existence : E Z Pk
n=0k=n

1
On introduit la famille (wn k) (n,k)en> définie par unp =0 si k <n et u, ) = pl sik>n.
Montrons que la famille (Un k) (n,x)en> est sommable et évaluer sa somme. Conclure.

Théoréme 14.4.3 Cas général.
S0it (am,n)(m,n)ycn2 une famille de réels ou complexes.

Vn € N, la série E |G n| converge

+oo
la série E E |amn| | converge
n

m=0

Cette famille est sommable <=

vm € N, la série E |@m n| converge

n
—+o0
la série E E |@m.n| | converge

m n=0
Dans ces conditions

e E(En]) (5

(m,n)eN? n=0 \m= m=0 \n=0

Car ...
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Corollaire 14.4.4 : a savoir redémontrer
Si (ap)pen et (bg)genw sont deux familles sommables alors la famille (apbg)p q)ene est sommable

et ST aphy = (g “p> Ci) bq)

(p,q)EN?

En effet, Zap et qu CVA. Vg e NN, Z lap| converge = Z lapbg| converge et

P q P P
+oo +oo +oo

Z lapby| = |bg] Z |a,| donc Z (Z |apbq> converge.

p=0 p=0 g \p=0

alors, le théoréme de Fubini prouve que la famille (a,bg)p,q)en2 est sommable sur IN? et

+oo 400 +oo —+oo —+oo +oo
Z apby = Z Z apby = Z <ap Z bq> = <Z ap> (Z bq> ce qui achéve la démonstra-
(p,q)EN? p=0¢=0 p=0 q=0 p=0 q=0

tion.

14.4.2 Produit de Cauchy de 2 séries absolument convergentes

Définition 14.4.5 Rappel
Soit Zun et Zvn deuz séries de complezes. On appelle produit de Cauchy de ces deux séries

n
la série g Wy, 0U Wy, = g UpUp—p = E Upq
p=0

(,q)EN? /p+g=n

Exemple 14.4.6 Déterminer la série produit de Cauchy de la série Zx" par elle méme.

Théoréme 14.4.7 Soit Zun et Zvn deux séries de complexes absolument convergentes.

Alors leur série an produit de Cauchy converge absolument et

400 “+o00 n “+o00 “+o00

=3 (S| = () (3 v

n=0 n=0 \p=0 n=0 m=0
car ...

Corollaire 14.4.8 Soit z € C.
ZTL

La série de terme général — converge absolument. On note e* sa somme.
n!

Alors

’

V(z,2') € €%, T =¢*.e?
En effet ...
Corollaire 14.4.9 Soit A, B € M,,(C).
An

La série de terme général — converge absolument. On note exp(A) sa somme.
n

et si A et B commutent,
exp(A+ B) = exp(A) exp(B) = exp(B) exp(A)

car ...



