Chapitre 7

Fonctions vectorielles

Dans tout ce chapitre I est un intervalle de R, F' est un evn sur K de dimension finie, et les
fonctions sont des fonctions de I dans F.

7.1 Deérivation

7.1.1 Dérivée en un point

Définition 7.1.1 — Soit a € I. On dira que f est dérivable en a si et seulement si la
t —
fonction t — M a une limite dans F' quand t tend vers a (par valeurs différentes).
—a
Cette limite, si elle existe est appelée nombre dérivé de [ en a, noté f'(a).

si f est dérivable en a, alors f'(a) = }im M
—a —a

o
— Lorsque a € I, on dira que [ est dérivable a droite (resp a gauche) en a si et seulement
f(t) = f(a)
t—a
par valeurs inférieures). Cette limite, si elle existe est appelée dérivée de f a droite (resp
a gauche) en a et se note fy(a) (resp fy(a)) .

sit— a une limite dans F quand t tend vers a par valeurs supérieures (resp

Si f est dérivable a droite en a, alors f)(a) = t_}lirg M
a,t>a —a

f(t) = f(a)

Remarque 7.1.2 Bien comprendre que dans , le numérateur f(t) — f(a) est un

(f(t) = f(a))

vecteur, alors que t — a est un réel. Il s’agit d’une multiplication scalaire :

—a
Remarque 7.1.3 On ne parle pas de dérivée a droite (ou & gauche) lorsque a est borne de I.

R f dérivable a droite en a
Remarque 7.1.4 Lorsque a € I, f dérivable en a < f dérivable a gauche en a

fala) = fo(a)
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Proposition 7.1.5 .
f dérivable en a de dérivée { <— Vtel, f(t)=fla)+({t—a)l+ (t—a)e(t—a) et ligns =0(:J—F)

— Vhtga+hel, fla+h)= f(a)+ hl+ he(h) etlignezo
= Vhtga+hel, fla+h)= f(a)+hl+og(h)

(icie: J — F ou J est l'intervalle I translaté de —a. )
car ...

Remarque 7.1.6 Si f vérifie Vet € I, f(t) = f(a)+ (t —a)l+ (t —a)e(t —a) et ligns =0, on

dit que f est différentiable en a.
Ainsi, pour f définie sur un intervalle I, f dérivable en a < [ différentiable en a.

Conséquence 7.1.7 f dérivable en a = f continue en a.

Remarque 7.1.8 Donner un exemple montrant que la réciproque est fausse, i.e. une fonction
continue en un point mais non dérivable en ce point.

Exemple 7.1.9 Montrer que la fonction t — tsin(1/t) est prolongeable par continuité en 0,
mais que la fonction ainsi prolongée n’est pas dérivable en 0, et n’a ni dérivée a droite en 0 ni
dérivée a gauche en 0.

Interprétation géométrique : Supposons f continue au voisinage de a et dérivable en a. Pour
t)— f(a
t#a,si f(t) # f(a), le vecteur () = fla)

—a
les points f(t) et f(a).
Si f'(a) # 0, alors la droite A, = f(a) + Vect(f'(a)) est position limite des droites D; quand ¢
tend vers a. On dit que A, est la tangente & I’arc paramétré par ¢ — f(t) au point de parameétre
a.

est un vecteur directeur de la droite D, passant pas

n

Théoréme 7.1.10 Soit (e, ...,e,) une base de F. On peut écrire f = kaek ot les fi sont
k=1

les fonctions coordonnées de f, fr : I — K.

[ dérivable en a < les fi, sont dérivables en a, et alors f'(a) = Zf,g(a)ek
k=1

n
car ...

Exemple 7.1.11 — Une fonction a valeurs dans C est dérivable en a si et seulement sa
partie réelle et sa partie imaginaire le sont.

— Soit f 1t — ( Zg)) ZE?) ) ot a,b,c,d: I — K. f est dérivable en ty <= a,b,c,d sont

/ /
dérivables en to et alors f'(tg) = ( Cé/((zo)) Z,Ei())) >
0 0
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7.1.2 Fonction dérivée

Définition 7.1.12 Si f est dérivable en tout point de I, on définit sur I sa fonction dérivée
par :t — f'(t)
Par récurrence on peut définir, si elles existent, les dérivées successives de f : ', f@, f3) ete.

Notation 7.1.13 On notera D(I, F) l’ensemble des fonction dérivables sur I, et D*(I, F) l’en-
semble des fonctions k fois dérivables sur I.

n

Proposition 7.1.14 Soit (e, ...,e,) une base de F. On peut écrire f = kaek ot les fy sont
k=1

les fonctions coordonnées de f, fr : I — K.

f dérivable sur I <= les f) sont dérivables sur I et alors ' = Zf,;ek
k=1

C’est le théoréme 7.1.10

Théoréme 7.1.15 Soit f: I — F dérivable sur I.

f est constante sur I <= f' =0 surl i.e.

ACeF, Veel, fz)=C < [ =0

Car ...
Insistons sur le fait que ce théoréme est vrai si I est un intervalle
. . 1sit>0 ,
Exemple 7.1.16 Soit f : R* — R définie par f : t — Lsit<0 f n’est pas constante
—1 si

sur R* mais pourtant Vt € R*, f'(t) =0.

7.1.3 Opérations sur les fonctions dérivables

Théoréme 7.1.17 Linéarité
f,g dérivables en a. VA, € K, M\f + ug est dérivable en a et (A\f + pg)'(a) = Af'(a) + pg'(a)

En d’autres termes, l'ensemble D,(I, F) des fonctions dérivables en a est un espace vectoriel, et
D,I,F) — F(,F)

Uapplication est linéaire.
{f - f'(a)

Car ... (revenir a la différentiabilité)

D(I,F) — F(,F)

est
f = f

Conséquence 7.1.18 D(I, F) est un espace vectoriel et l’application {
linéaire.
Théoréme 7.1.19 Dérivation du produit d’une fonction vectorielle par une fonction

numérique
Soit f: 1 — F et p: 1 — K deuz fonctions dérivables en a € 1. Alors la fonction of : I — F

est dérivable en a et (of) (a) = ¢'(a)f(a) + ¢(a)f'(a)

Revenir a la différentiabilité.
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Théoréme 7.1.20 Soit f: 1 — F,u e L(F,G), a € I.
f dérivable en a = uof dérivable en a et (uof)'(a) = uof’(a).

Car ... (encore la différentiabilité)

Exemple 7.1.21 f: . Ezprimer uof et vé-

R — RZ2 ot R2 — RR2
t = (tt%) (r,y) — (v+y,2z—4y)

rifier que (uof)’(1) = uof’(1).

Théoréme 7.1.22 Composition d’une fonction numérique a valeurs dans R avec une
fonction vectorielle.

Soit ¢ : I — R dérivable en a € I.

Soit f : J — F dérivable en ¢(a), avec J intervalle et p(I) C J.

Alors fop est dérivable en a et (fop)'(a) = ¢'(a)f (p(a))

Remarquons que dans ¢'(a)f'(¢(a)), ¢'(a) est un réel et f'(¢(a)) est un vecteur de F, cette
multiplication est donc une multiplication scalaire.
Démonstration : ...

Théoréme 7.1.23 Dérivation d’une forme bilinéaire de fonctions.
Soit ® : F x F — G une application bilinéaire (F de dimension finie, donc ® est continue)
Soit f,g: 1 — F dérivables en a € I.

alors H : {f —a est dérivable en a et H'(a) = ®(f'(a),g(a)) + ®(f(a), g (a)).

= @(f(t),9(t))
Car ...

Remarque 7.1.24 Plagons nous dans le cas ou F = R. soit @ : (z,y) = zy. O est bilinéaire.
Alors pour f et g fonctions de I dans R dérivables en a, on retrouve le théoréme sur la dérivée
de fg en a. Le vérifier.

Application 7.1.25 Si I’ est un espace préhilbertien muni d’un produit scalaire noté < .,. >
(bilinéaire).

Alors pour f et g dérivables en a, Uapplication t —< f(t),g(t) > est dérivable en a de dérivée
ena : < f'(a),g(a) >+ < f(a),g'(a) >.

Pour f et g dérivables sur I, < f,g >'=< fl.g>+ < f,¢ >

Conséquence 7.1.26 Soit F' est un espace préhilbertien et f : I — F dérivable sur I, alors
Vapplication || f||* est dérivable sur I et (||f]|°) =2 < f, f' >.

Par exemple, soit e : I — F dérivable sur I et telle que ¥t € I, |le(t)|| = 1. Montrer que
Vi eI, e(t)Le(t).

Théoréme 7.1.27 Généralisation aux applications n-linéaires.
Soit ® : F™ — G une application n—linéaire.

Soit (fx)req,ny ta Yk € [1,n], fx: 1 — F est dérivable en a (a € I).
Alors H = ®(f1, ..., fn) est dérivable en a et

H'(a) = ®(fi(a), f2(a), ... fula)) + @(fi(a), f3(a), ..., fu(a)) + ... + ®(f1(a), ... fu-1(a), f1(a))
Car ...
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Conséquence 7.1.28 Dérivation d’un déterminant :

1 n .
Soit A : = Mn(R) avec Vi, j, a;; : I — R dérivable sur I.
t = (ai;(t))ijen,ng?
I - R =
Alors det(A) : est dérivable sur I et Vit € 1, det(A Z
t  — det(A(t)) —
Ak est la fonction matricielle constituée des colonnes [C1, ...,Cr_1,C}, Crt1,...,Cy] 0t Cj est la

iéme

J colonne de A.

R — R
Par exemple la fonction f : t2 3 a pour fonction dérivée :

t  —det 9

5t 4t —t
P2 P 3 ‘on peut aisément vérifi licitant 1’ :
5 Ap 2 5t 4 _ o9 | c¢ quon peut aisément vérifier en explicitant Uezpression

de f

7.1.3.1 Cas des fonctions numériques : 2 rappels

Théoréme 7.1.29 o Soit f: I > K, a € I tel que f(a) # 0. On suppose [ dérivable en a.

1 1\ f'(a)
Alors — est dérivable en a et () a)=—
7 7)Y PG
e ¢t donc si f est dérivable sur I et ne s’annule pas sur I,
1 1\’ I
alors — est dérivable sur I et ( = | = —*=
f (f ) f?

Pour la preuve, voir le cours de Mpsi.

Théoréme 7.1.30 Soit f : I — J = f(I) continue, strictement monotone (donc bijective de I
sur J).

Soit a € I et f dérivable en a.

Alors f=1 est dérivable en b= f(a) <= f'(a) # 0 et alors

7.1.4 Fonctions de classe C*

Définition 7.1.31 Soit f: I — F et k € IN*.

e On dira que f est de classe C* sur I si et seulement si f admet une dérivée d’ordre k en tout
point de I et si f*) : T — F est continue sur I.

e On note C*(I, F) I’ensemble des fonctions de classe C* sur I a valeurs dans F.

e On dira qu’une fonction est de classe C> sur I si et seulement si Vk € IN, f est de classe C*.
e On note C>*(I,F) ’ensemble des fonctions de classe C* sur I a valeurs dans F'.

Remarque 7.1.32 Lezistence de f*) sous-entend celle de f',f",...,f*=V, qui sont toutes
continues sur I car dérivables sur I.

Remarque 7.1.33 Pour montrer que f est C* sur I il suffit de montrer que f est dérivable a
tout ordre sur I.

Conséquence 7.1.34 .
Ce(I,F)C..cCHYI,F)cC¥I,F)C..CCYI,F)cC°I,F)=C(I,F)
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7.1.4.1 Algébre C"(I,K)
Théoréme 7.1.35 Formule de Leibniz

v € C™I,K),f € C"(I,F) = of € C"(I, F) et

n n

(o™ =3 (Z) o) k) = 3 (Z) ) )

k=0 k=0

11 faut étre capable de redémontrer ce théoréme (par récurrence).

Conséquence 7.1.36 C"(I,K) est une algébre.
car ...

Exemple 7.1.37 Donner la dérivée n*™ de t — (t3 — Tt?)e=2

7.1.4.2 Composition de fonctions de classe C"

Théoréme 7.1.38 [ et J deux intervalles de R et n € IN*.
Soit ¢ : [ — J de classe C™ sur I et soit f : J — F de classe C™ sur J. Alors foyp est de classe
C" sur 1.

La encore, par récurrence : ...

Remarque 7.1.39 Il n’y a pas de formule simple donnant Uexpression de (fop)™ en fonction
des dérivées de f et de .

R* — R*
Théoréme 7.1.40 La fonction ¢ : 1 est de classe C™ et
x —

T

1\ ™ n! ) )
Va # 0, (m) =(-1) sy (notation abusive)

7.2 Intégration sur un segment

Dans toute la suite E un evn de dimension finie.

7.2.1 Fonctions continues par morceaux sur un intervalle

Définition 7.2.1 — Soit I un segment et f € F(I,E). On dira que f est continue par
morceauz sur I = [a,b] si et seulement si il existe une subdivision o = (ag = a, a1, ...,ap, =
b) avec ag < a1 < ... < a, telle que

la restriction de f a |ak, agt1[ est continue
Yk € [0,p — 1], f a une limite a droite dans E en ay,
f a une limite a gauche dans E en apy1

— Soit I un intervalle et f € F(I,E). On dira que f est continue par morceaux sur I si et
seulement si pour tout segment J C I, [ est continue par morceaux sur J.
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Notation 7.2.2 L’ensemble des fonctions continues par morceauz de I dans E se note CM(I, E).

Exemple 7.2.3 1. La fonction Partie Entiére E est continue par morceaur sur R.
1/z siz#0

0 ) 0 n’est pas continue par morceauz sur [0,1] car ...
st T =

2. La fonction x —

3. On considére la fonction f : x — x2FE(1/x). Est-elle prolongeable par continuité en 0 ? Est-elle
continue par morceauz sur Ry ¢

Remarque 7.2.4 — Si f est continue par morceaux sur un segment, alors elle a un nombre
fini de points de discontinuité sur ce segment
— Si f est continue par morceauz sur un intervalle non borné, il est possible que f ait une
infinité de points de discontinuité (voir la fonction Partie Entiére)

7.2.2 Intégration

Définition-théoréme 7.2.5 Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit f € F(I,E) avec I = [a,b] et a < b; on note (f1, ..., fn) les fonctions coordonnées de f dans
n

B ie Vtel, f(t)=> fe(t)er.
k=1

n b

Alors f e CM(I,E) < Vk, fr € CM(I,K) et le vecteur Z (/ fk> e est indépendant de
k=1 \"¢

la base B de E.

b
Ce vecteur se nomme intégrale sur [a,b] de f et se note/ f ou /f ou /f(t)dt
a I I

car ...

7.2.3 Propriétés

A partir des propriétés connues de I'intégrale d’une fonction définie sur un segment a valeurs
dans K on peut déduire les propriétés suivantes pour les fonctions du segment I & valeurs dans
E:

Théoréme 7.2.6 Linéarité Soit I un segment
CM(I,E) = FE

L’application I . /f est linéaire, i.e.
I

V.9 € CMLE), Va5, [(af+8g)=a [+5 [ g
I I I
Clair : on passe aux fonctions coordonnées.
b a a
Notation 7.2.7 Soit a,b € I Sia > b, / f désigne 7/ I, et/ f=0
a b a

Théoréme 7.2.8 Chasles : .
Avec ces notations, Va,b,c € I, Vf € CM(I, E), / f= / f +/ f
a a b
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Clair 14 aussi : on passe aux fonctions coordonnées.

Théoréme 7.2.9 Sommes de Riemann.
Soit f € C(I,E) et o = (ag, a1, ...,ap) une subdivision de I = [a,b], de pas constant. Alors

b n—1 b h—
S [ S

k=0 k=1

b—a
Le vecteur

n—1
Z f(ag) est parfois noté R, (f)

k=0

i f(ax) est parfois noté R} (f)

k=1

n

b—a
Le vecteur

n

Clair car on sait qu’une suite de E converge si et seulement si ses suites coordonnées convergent
et ...

Théoréme 7.2.10 Inégalité de la norme

Soit I un segment, f € CM(I,E) et ||.| une norme sur E. Alors, pour a < b,

[ 1)< [ s

En effet ...

7.2.4 Dérivation : intégrale fonction de sa borne supérieure

Définition 7.2.11 Soit I un intervalle et f € C(I,E). On appelle primitive de f sur I toute
fonction F : I — E qui est dérivable sur I et telle que F' = f.

Remarque 7.2.12 Une primitive de f est donc de classe C sur I
Proposition 7.2.13 F et G primitives de f sur | = 3C € E, F =C + G
Car (F — G) =0 et on applique 7.1.15

I —FE
Théoréme 7.2.14 Soit f : I — E continue surl eta € 1. Alors lapplication F : r
xr = f()dt
a

xr
est la primitive de f qui s’annule en a, et pour toute primitive G de f, / f@)dt = G(x) —G(a).
a

Car ...

Conséquence 7.2.15 Toute fonction continue sur un intervalle admet des primitives sur
cet intervalle.

Conséquence 7.2.16 Soit f € C(I,E) et a € I. Alors Uapplication x — / ft)dt est dérivable

sur I etVz € I, </ f(t)dt)l = f(x).
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Généralisation 7.2.17 Soit f € C(I,E) et a € I. Soit u: J — R dérivable sur lintervalle J
avec u(J) C I.

Alors G 1z — / f(t)dt est dérivable sur J et Va € J, G'(z) = v/ (x) x f(u(x))
car (théoréme de dérivation des fonctions composées) ...

x
Conséquence 7.2.18 Soit f € C}(I,E) et a € I. alorsVx € I, f(x) = f(a) —l—/ J(t)dt

car ...

R — M2(R) "
Exemple 7.2.19 Soit f : PN ( cost —sint ) . Pour x € R emprimer/ f)dte.
0

sint  cost

Exemple 7.2.20 Soit f € C°([0,1],R).

$2

On consideére la fonction g définie sur [0,1] par g(z) = / ft)dt. Justifier que g est bien définie,

0
montrer qu’elle est de classe C' sur [0,1] et pour x € [0, 1], déterminer ¢'(x) en fonction de f(z).

7.2.5 Intégration par partie et changement de variables

Théoréme 7.2.21 IPP Soit o : I - K etu:1 — E avec ¢ et u de classe Ct sur I.
b

b
Alors Va,b e I, / ¢ (t)u(t)dt = [p(t)u(t)]’ — / () (t)dt.

a

Utilise le théoréme 7.1.19 ...

Théoréme 7.2.22 Changement de variables : Cas des fonctions continues
Soit f € C(I,E) et ¢ : [a, B] — R de classe C* sur [, 8] avec p([ar, B]) C I. Alors

w(B) B
/ F(tydt = / fop(u)g (u)du
e(a) a

Car ...

Remarque 7.2.23 Dans la pratique, on pose t = p(u), d’ot dt = ¢'(u)du. Ne pas oublier de
changer les bornes d’intégration !

Remarque 7.2.24 La changement de variable affine t = a + (b — a)u permet de transformer
une intégrale sur [a,b] en une intégrale sur [0,1] :

b 1
/ f@dt=..=(b- a)/o fla+ (b—a)u)du

b
Exercice 7.2.25 Quel changement de variable affine simple permettrait de passer de / f(®)dt
a

a lintégrale d’une fonction sur [—1,1] ?
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Théoréme 7.2.26 Changement de variables pour les fonctions continues par mor-
ceau.

Soit f € CM(I,E), ¢ : [a,8] — R de classe C* sur [o, 8] et strictement monotone, telle que
pla) €I et p(B) € 1. Alors

w(B) B
/ F(t)dt = / Fou(t)e! (t)dt
e(a) o

L’hypothése de monotonie stricte permet d’affirmer que fop est continue par morceaux sur [, 3.
Alors ...

b+kT b
Exemple 7.2.27 Cas ou [ est T—périodique. Alors/ f :/ f
a+kT a

car ...

0 a
Exemple 7.2.28 Cas ou f est paire sur I centré en 0. Alors Va € 1, / f :/ f.
0

—a

a
Cas ou f est impaire sur I centré en 0. Alors Va € I, f=0
—a

car ...

7.3 Taylor

7.3.1 Rappel du théoréme des accroissements finis (TAF) : cas des
fonctions a valeurs dans R

Théoréme 7.3.1 Soit f : [a,b] = R continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[. Alors

f(b) = f(a)

Je €la, b, —

= f'(c)
Voir la démonstration dans le cours de Mpsi.

Remarque 7.3.2 Ce théoréme n’est vrai que pour des fonctions a valeurs dans R. Pour des
fonctions a valeurs dans C il est faux comme le prouve l'exemple suivant :

R C , ,
Soit . - .- [ est de classe C* sur [0,27) et Vt € R, [f'(t) = ie™, donc |f'(t)| = |ie"| =1
—e
done Vt, f'(t) # 0, alors que f(0) — f(2w) = 0. La fonction f ne vérifie donc pas la conclusion
du TAF tout en en vérifiant les hypotheses sur [0, 27]..

Remarque 7.3.3 Rappelons que c’est ce théoréeme qui permet de prouver le théoréme vu en pre-
miére concernant les variations d’une fonction dérivable sur un intervalle I selon le signe de la
dérivée.

Rappeler ce théoréme :

Théoréme 7.3.4 Extremums locaux. .

Soit f: I — R dérivable sur I, et soit a € I
— f admet un extremum en a = f’(a) = 0.
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— f'(a) =0 et f’ change de signe en a => [ a un extremum local en a.

Car ...

Théoréme 7.3.5 Soit f :[a,b] = R et g: [a,b] = R continues sur [a,b], de classe C* sur ]a,b|
telles que |f'| < g’ sur]a,bl.

Alors | £(b) — f(@)] < lg(b) — g(a)].
Car :

b b
ler cas a < b. Alors |f(b) — f(a)] = < / () dt < / § (V)dt = g(b) — g(a)

/a ’ 1 (t)dt

7.3.2 Inégalité des accroissements finis : IAF

Théoréme 7.3.6 Soit f : [a,b] — E de classe C* sur [a,b] telle que IM > 0, Vt €]a, b, ||f'(t)]| <
M. Alors || f(b) — f(a)|| < M |b— al

Traitez le 2nd cas : a > b

Car ...

Conséquence 7.3.7 Soit f de classe C* sur I tqIM >0, Vt € I, ||f'(t)]| < M.
alors f est M — Lipschitzienne sur I

car ...

Remarque 7.3.8 Cette inéqgalité généralise aux fonctions a valeurs dans un ev de dimension
finie le TAF qui n’est vrai que pour les fonctions a valeurs dans R.

Théoréme 7.3.9 Soit f : [a,b] — E continue sur [a,b] et de classe C* par morceauz sur [a,b]
telle que IM > 0, ¥t € [a,8], I|//(OI < M. Alors |f(6) — f(a)ll < M Jb—a

i.e. IAF est encore vraie si f’ est seulement continue par morceaux sur [a, b]

En effet ...

Théoréme 7.3.10 Théoréme du prolongement C!

Soit f : [a,b] = E continue sur [a,b] sur [a,b] et dérivable sur |a,b].

f" a une limite £ € E en b => [ dérivable en b et f'(b) =L = lin}) f(x)
z—

Car ...

Corollaire 7.3.11 f: I — E et xg € I, continue sur I et dérivable sur I\ {zo}
lim f' = ¢ = f dérivable en zo, f'(x¢) =/{ et f continue en xg.
Zo

sinx

Exemple 7.3.12 Soit f : x — définie sur R*.

Montrer que f est prolongeable par continuité, et que la fonction ainsi prolongée est de classe C*
sur R.

Remarque 7.3.13 Il existe des fonctions f : I — E continue sur I et dérivable sur I et telles
que f' n’a pas de limite en xo, c’est a dire des fonctions dérivables sur I mais dont la dérivée
n’est pas continue sur I, comme en témoigne l’exemple suivant :
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2?sin(1/z)  siz#0
six=0
Montrer que f est continue sur R, dérivable sur R*
Montrer que f est dérivable en 0, et que [’ n’a pas de limite en 0

Exemple 7.3.14 f: 2 —

Corollaire 7.3.15 f de classe C* sur [a,b| telle que f et ses dérivées d’ordre inférieur ou égal
a k possédent toutes des limites en b dans E.
Alors f est k fois dérivable en b et de classe C* sur [a,b].

7.3.3 Formules de Taylor

Théoréme 7.3.16 Taylor avec reste intégral a l'ordre n.
Soit f : [a,b] — E de classe C" "' sur [a,b]. Alors

n —a k b _\n
1) =Y P e+ [T e

k!
k=0

Par récurrence. A Pordre 0 il s’agit du théoréme 7.2.18. Puis intégration par partie "judicieuse".

b
b—t)"
Remarque 7.3.17 Le terme / %f("“)(t)dt est appelé reste d’ordre n dans la formule
nl
et se note souwvent R,, . ¢
1l mesure ’erreur commise lorsqu’on remplace f(b) par Z (k) (a).

ATTENTION : Ce reste peut étre grand ....

2 2 5[;3

Exemple 7.3.18 On va montrer que Yo >0, x — 962 In(l1+z) <z— % + 3

1. Pour x > 0, appliquer (aprés justification) la formule de Taylor au rang 2 puis 3 a la
fonction f:t —1n(l+4t) sur [0, z]

2. En étudiant, pour © > 0 le signe de Ra(x) et de Rz(x), conclure.

Exemple 7.3.19 Appliquons la formule de Taylor a la fonction exp & l'ordre n sur [0, z].
" gk e =)™
VeeR, " =) — tdt
relr, e ];) il +/O ol e

T(x—t)" T —t)"
( ) eldt| < Max(1,e) udt = Max(1,e")
0 n! 0 n!
Par comparaison des suites géométriques et factorielles, on déduit

x _tn
Vz € R, lim /@n,)etdt‘zo
0 .
oo n

n—+00
Ceci nous permet de conclure que Vx € R, e* = Z —
n!
n=0

| |n+1

Pour x fixé, 1)

Conséquence 7.3.20 Inégalité de Taylor Lagrange
Soit f : [a,b] — E de classe C"1 sur [a,b] telle que IM,Vt € [a,b], || f"TV(t)|| < M. Alors

|b _ a|n+1
(n+1)!

X

Hf(b) -y O g
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Car ...

Remarque 7.3.21 Pour n = 0 on retrouve l’inégalité des accroissements finis.

Théoréme 7.3.22 Taylor Young : propriété locale
Soit : I — E, de classe C™ sur I, et soit a € I, alors f a un développement limité d’ordre n au

voisinage de a, i.e..

il existe une fonction ¢ telle que f(a+h) = Z —'f(k) (a) + h™e(h) et lim g(h) = 0.
=0 k! h—0

Car ...

Remarque 7.3.23 C’est un théoréme local : il n’a de sens que pour h voisin de 0, la seule chose
qu’on connait sur cette fonction ¢ est qu’elle a pour limite 0 en 0.

Théoréme 7.3.24 Intégration d’un Développement limité

Soit f: I — E continue sur I, et soit xo € I. On suppose que f admet un Développement Limité
d’ordre n au voisinage de xg (noté DL, (xq) ) :

f(x) =ao+a1(z —x0) + ... +an(x —20)" + (x — x0)"e(x — 20) €t 1ién5 =0, avec ag,...,an, € £
et € fonction a valeurs dans E.

Alors toute primitive F de f sur I admet un DL, 11(xg) :

_ 2 _ n+1
F(.’E) = F(.’Eo) + ao((L' - ICo) + alw + ...+ an% + (m — :[;O)nJrng(x — xo) et
limey = 0.
0
Car ...

Exemple 7.3.25 Ecrire le développement limité & Uordre n au voisinage de 0 de la fonction
Arctan.

7.4 Arcs paramétrés de classe C!

7.4.1 Généralités

I est un intervalle de R, et

FE un espace vectoriel de dimension 2 ou 3 sur R. F est muni du repére orthonormé (O; f, ;) si
n =2, ou (0;%’,5‘,12) sin=3.

Définition 7.4.1 e On appelle arc paramétré de classe C* (k > 1) sur E toute application de
classe C* définie sur un intervalle I de R a valeurs dans E.
I - FE
t— M(t)
e Le support (ou trajectoire) de l’arc paramétré est l'ensemble M(I) = {M(t)/t € I}
e Un arc est dit fermé lorsque I est un segment I = [a,b] et M(a) = M(b).

La fonction est souvent notée M :

Définition 7.4.2 Soit M : I — E un arc paramétré de classe C* sur I et soit tog € I
. . o S, =
On dira que le point M (to) est régulier si et seulement si M '(tg) # 0
—

On dira que le point M (to) est stationnaire si et seulement si M '(tg) = 0
On dira que ’arc est régulier si tous ses points sont réguliers



104 CHAPITRE 7. FONCTIONS VECTORIELLES

7.4.2 Tangente en un point d’un arc régulier

Soit M un arc paramétré de classe C* défini sur I (k > 1), et soit to € I.
—_

On suppose qu’il existe un entier j tel que 1 < j < k et MU)(t) # 0. On note p le plus petit de
ces entiers.
Notons My, = M(to + h).

s pp ——— .
MMy, = — M™(to) +hP<i(h) avec lim &i(h) =0 (Taylor Young)
p! —
Donc, pour h tendant vers 0,
el || ———
] - 5 ]|
p!

et donc pour A voisin de 0, My # M.

| — N
Alors la droite (Mo, M},) (droite "sécante") qui a pour vecteur directeur %MOM;L a pour limite

—
M®)(tg)
% %
La droite My + Vect <M(p) (to) >, position limite de la droite sécante My + Vect (Mth> est

appelée tangente & ’arc paramétré au point M.
D’ou la définition/propriété suivante

Définition 7.4.3 On considére un arc paramétré M de classe C* . S’il existe un ty € I et si
on note p € [[1,k]] le plus petit entier supérieur a 1 tel que tel que M®)(ty) # 0 (si un tel entier

—
existe), alors la tangente a I’arc paramétré au point to est la droite My + Vect [ M) (ty)

—
C’est la position limite de la sécante My + Vect (MOMh> (0w My = M(to + h)) quand h tend
vers 0.

Proposition 7.4.4 Si l’arc est régulier, alors la courbe admet en tout point ty une tangente de

) s
vecteur directeur M’ (to)
Dans le cas ot E est de dimension 2, la tangente (T') au point régulier M (ty) a pour équation

M(z,y) € (T) —

Définition 7.4.5 Dans le cas ot E est de dimension 2, on appelle normale & l’arc paramétré
au point réqulier ty, la droite affine passant par ce point et orthogonale a la tangente en ce point.



