Chapitre 3

Espaces vectoriels normés

3.1 Vocabulaire des evn

3.1.1 Norme

Dans toute la suite £ désigne un espace vectoriel sur le corps K..

Définition 3.1.1 Une norme sur E est une application N : E — R telle que
1. Positivité : i.e. Yo € E, N(x) > 0 (voir ensemble d’arrivée de N)
2. Séparation :Vx € E, N(z)=0=2=0
3. Homogénéité : Vx € E.VA € K, N(Ax) = |A| N(z)
4. Inégalité triangulaire : Yo,y € E, N(z +y) < N(z) + N(y)

Remarque 3.1.2 Dans 3, si on prend A = 0 alors on voit que N(0g) = 0.
Donc dans 2., la réciproque est toujours vraie : x =0 = N(x) = 0.

Proposition 3.1.3 Vo € E, N(—z) = N(z)
Clair

Exemple 3.1.4 1. E =R et K= R. alors la valeur absolue est une norme
2. E=C et K= C alors le module est une norme

Exemple 3.1.5 E=R? et K = R.

1. Ny : (z,y) — /22 + y? est une norme sur R? appelée norme euclidienne
2. Noo: (x,y) — Max(|z|, |y|) est une norme sur R?

8. Ni: (z,y) — |z| + |y| est une norme sur R?

Définition 3.1.6 Un espace vectoriel normé (evn)est un couple (E,N) ot E est un espace
vectoriel sur un corps K et N une norme sur E.

Définition 3.1.7 (E,N) un evn et x € E. x est dit unitaire (ou normé) si et seulement si
N(z)=1.

Proposition 3.1.8 Si x # 0 alors 2 est unitaire
N(z)
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car ...

Proposition 3.1.9 Inégalités triangulaires
1.Vxy,..,xy € E, N(x1+ ..+ x,) < N(z1) + ... + N(z)
2. Yo,y € B, IN(@) - N(y)| < N(z +1y) < N(z) + N(y)

car ...
Remarque 3.1.10 La seconde inégalité triangulaire s’écrit aussi :

Va,y € E, [N(z) = N(y)| < N(z —y) < N(z) + N(y)

3.1.2 Distance associée a une norme

Définition 3.1.11 Soit E un espace vectoriel. On appelle distance sur E toute application
d: Ex E — Ry telle que

1. positivité : Vx,y € E, d(z,y) = 0 (clair vu Uensemble d’arrivée de d)
2. séparation :Vx,y € E, d(z,y) =0= 2z =1y

3. symétrie : Vx,y € E, d(z,y) = d(y, )

4. Inégalité triangulaire : Vzx,y,z € E, d(x,y) + d(y, z) > d(z, z)

Définition-propriété 3.1.12 Soit (E,N) un evn. L’application E x E — R, définie par
(x,y) = N(z —vy) est une distance sur E appelée distance associée & N.

car ...

3.1.3 Boules
Définition 3.1.13 Soit (E,N) un evn, a € E et r >0

1. La boule ouverte de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
Bo(a,r) ={x € E/N(z —a) <7}
2. La boule fermée de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
By(a,r) ={x € E/N(x —a) <}
3. La sphére de centre a et de rayon r est le sous-ensemble
S(a,r)={x € E/N(x —a) =r}
Sia=0 etr=1 on parle alors de boule ouverte (ou sphére) unité.

Remarque 3.1.14 La notation B(a,r) sans précision sur le fait que c’est une boule fermée ou
ouverte désigne usuellement la boule ouverte.

Exemple 3.1.15 Représenter dans la cas ot E = R? la boule ouverte unité dans les cas suivants
(voir exemple 3.1.5)
— La norme est N
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— La norme est Ny

— La norme est Ny

Exercice 3.1.16 Notons ici By(a,r) la boule ouverte pour la norme Ny, alors
Bl(ov 1) - 32(07 1) - Boo(oa 1) C B2(07 \/i)

Exercice 3.1.17 Soit b € B(a,r). Montrer qu’il existe p > 0 tel que B(b, p) C B(a,T)

3.1.4 Parties bornées de R (rappels)

Définition 3.1.18 Soit A une partie de R On dira que A est majorée si et seulement si

dM € R, Ya € A, a < M. Le réel M est alors appelé majorant de A

On dira que A est minorée si et seulement si Im € R, Ya € A, a = m. Le réel m est alors appelé
minorant de A

On dira que A est bornée si et seulement si A est a la fois majorée et minorée.

Remarque 3.1.19 Dans le cas ot A est majoré, le majorant de A n’est pas unique, car si M
magjore A, alors tout réel M' > M est aussi majorant de A.

Ecrire cette remarque dans le cas ot A est minoré.

Théoréme 3.1.20 Parties bornées de R
Soit AC R. A est bornée <= IM € R, Ya€ A, |a| <M

car ...
Théoréme important, qui permet, de se ramener a des réels positifs plus facilement manipulables
dans les inégalités.

Définition 3.1.21 Borne sup et borne inf
Soit A C R et M un réel.
On dira que M est borne sup de A, noté M = sup(A) si et seulement si

M majore A
et
VM’ € R, M' < M = M’ ne majore pas A

On dira que m est borne inf de A, noté m =inf(A) si et seulement si

(compléter)

Va€e A, a< M
Proposition 3.1.22 Soit A C R. M = sup(4) <~ et
Ve>0, dae AL M —e<a
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car ...

Théoréme 3.1.23 Propriété fondamentale de R.
Toute partie non vide et majorée de R admet une borne sup.
Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inf.

3.1.5 Parties bornées d’un evn
Définition 3.1.24 Soit (E,N) un evn et A C E.

On dira que A est bornée pour la norme N <= 3IM >0, Va€ A, N(a) < M
= M >0, AcC B0, M)
Proposition 3.1.25 (E,N) un evn et A et B des parties de E.
1. AC B et B bornée => A bornée (une partie d’un ensemble borné est bornée)
2. Une réunion finie de parties bornées est bornée
3. Une intersection quelconque de parties bornées est bornée
4. Les boules et les sphéres sont bornées.

car ...

Exemple 3.1.26 Donner un exemple de famille infinie de parties bornées dont la réunion n’est
pas bornée

ATTENTION La notion de partie bornée dépend de la norme.
Exemple 3.1.27 Prenons ici E = R[X].

Pour P = Zaka on pose N(P) = Z la| et N'(P) = Max{|ax| /k € N}.
k=0 k=0
1. Montrer que N et N’ sont des normes sur R[X]
2. Soit B la boule unité fermée pour la norme N'. Montrer que B n’est pas bornée pour la

norme N (on pourra considérer les polynémes P, = ZXk quand n décrit N* ).
k=0
Définition-théoréme 3.1.28 Soit (E, N) un evn et A une partie non vide et bornée de E.
L’ensemble {N(x — y)/z,y € A} admet une borne sup qui est appelée diamétre de A et notée

diam(A).
diam(A) = Sup{N(z — y)/x,y € A}
car ...

Exemple 3.1.29 1. Ici E =R et A =|a,b[. Déterminer diam(A)
2. E = R? muni de la norme Ny. Quel est la diamétre de la boule unité fermée ? et de la boule
unité ouverte ?

Exercice 3.1.30 Soit (E,N) un evn. Montrer que diam(B(a,r)) = 2r

Remarque 3.1.31 diam(A) n’est pas nécessairement atteint, i.e. rien ne dit qu’il existe a et b
dans A tels que diam(A) = N(a —b). Voir les exzemples ci-dessus

Définition 3.1.32 Soit X un ensemble et f: X — E.

On dit que f est bornée sur X <=  f(X) est une partie bornée de E
<~ 3IM>0VzreX, N(f(z)) <M
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3.1.6 Fonctions lipschitziennes

Définition 3.1.33 Soit (E,N) et (E',N') deux evn, A une partie de E et f : A — E’. Soit
enfin k > 0.

[ est dite lipschitzienne de rapport k sur A < Vx,y € A, N'(f(z) — f(y)) < kN(z —y)
On dit aussi que f est k—lipschitzienne

On dit que f est lipschitzienne <= 3k € R’ tel que f est k—lipschitzienne

On dit que [ est contractante < 3k tel que 0 < k < 1 et f est k—lipschitzienne

ATTENTION : Vz,y € A, tqz £y, N'(f(z) — f(y)) < N(z — y) ne conduit pas & f contrac-
tante. Rien ne dit en effet qu’on va pouvoir trouver k < 1 tel que f est k—lipschizienne.

Exemple 3.1.34 Sur R prenons f:xz — vz?2 +1

1. Montrer que Vx,y € R,z £y = |f(z) — f(y)] < |z — ¥

2. En considérant les suites (x,,) et (y,) définies par x,, = n et y, =n+ 1 montrer que
Ve >0,3N, Vn 2 N, [f(zn) = f(yn)| 2 (1 =€) [n — ]

3. Conclure que f n’est pas contractante.

Proposition 3.1.35 Soit (E,N) et (E',N’) deuz evn, A une partie de E, f : A — E' et
g: A= E etAeK

fet g lipschitziennes = f + g lipschitzienne et \f lipschitzienne.

i.e. l’ensemble des fonctions lipschitziennes de A dans E' est un sous espace vectoriel de F(A, E').

car ...
Proposition 3.1.36 (E, N) un evn. Alors Uapplication N est 1 lipschitzienne
car ...

Théoréme 3.1.37 Soit I un intervalle de R et f: 1 — K avec f dérivable sur I.
[ lipschitzienne sur I <= [’ est bornée sur I.

car ...

3.1.7 Distance d’un point & une partie de F.

Définition 3.1.38 Soit (E, N) un evn, A une partie non vide de E et v € E.
On définit la distance de © a A, notée d(x, A) par :

d(z,A) =inf{N(x —a)/a € A}
Cette borne inf existe car ...

Remarque 3.1.39 FEncore une fois, il s’agit d’une borne inf, pas d’un minium, i.e. rien ne dit
qu’il existe a € A tel que d(x, A) serait égal & d(z,a)

Exemple 3.1.40 Sur R avec A =]0,1]. Alors d(4,A) = 3 mais Va € A,d(4,a) > 3.
De méme d(0, A) = 0 mais pourtant 0 ¢ A.

Retenons donc
dlz,A) =042 A

dlx,A)=r+Jyec A, dxz,y)=r
Théoréme 3.1.41 Soit ACFE etx € E.



42 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS NORMES

1. an)nen € AN tqgd(x, A) =lim N(z — ay,)
2. d(z,A) =0 < J(an)nen € A tg lim N(z —a,) =0
car ...

Théoréme 3.1.42 Soit AC E etz c E.
E — R

L’application ¢ : v = dz,A)

est 1 lipschitzienne

car ...

3.1.8 Algébres normées

Rappelez ce qu’est un algébre sur le corps K.

Définition 3.1.43 Soit A une K—algébre et N une norme sur l’espace vectoriel A.
On dit que N est une norme d’algébre si et seulement si Vx,y € A, N(zy) < N(z)N(y)

Conséquence 3.1.44 Si N est une norme d’algébre, alors Va € A,¥n € N, N(a™) < N(a)"

3.2 Exemples d’evn

3.2.1 evn de dimension finie
3.2.1.1 E =RP avec pe IN*

On dispose de trois normes classiques
p
1. Lanorme 1, Ny : x = (21, ..., Tp) — Z |xg|. C’est bien une norme car ...
k=1
Ni(x) se note aussi ||z||;

P
2. La norme 2 ou norme euclidienne, Ny : & = (21, ..., 2p) — E z12. Cest bien une norme
k=1
car ...
Ns(x) se note aussi ||z||2

3. La norme infinie, N : = (21, ..., zp) = maz{|zx| /1 < k < p}. C'est bien une norme car

Noo () se note aussi ||z«

3.2.1.2 FE =CP? avec p € IN*

On dispose 1a encore de trois normes classiques
p
1. Lanorme 1, Ny : z = (21, ..., 2p) — Z |zx|- C’est bien une norme car ...
k=1
N;(z) se note aussi ||z||;
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p

2 .
E |zk|”. C’est bien une norme car ...
k=1

2. La norme 2, Ny : z = (21, ..., 2p) —

Ns(z) se note aussi ||z||2

3. La norme infinie, N : 2 = (21, ..., 2p) = maz{|zk| /1 < k < p}. C’est bien une norme car

Ny (2) se note aussi ||2||0o

3.2.1.3 FE espace vectoriel de dimension p

p
Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. Pour x € E notons x = Zxkek
k=1
On définit une fois encore les normes Ny, No, N, associées & la base B en posant :
P
1. Ni(z) = Z |z|. C’est bien une norme car ...
k=1

Ny (x) se note aussi ||z||1

2. Ng(l‘) =

b
Z |zx|*. Cest bien une norme car ...
k=1
Ns(x) se note aussi ||z||2

3. Noo(x)maz{|zk| /1 < k < p}. C’est bien une norme car ...
Noo(z) se note aussi ||z co

ATTENTION ces normes sur un espace vectoriel dépendent de la base. En fait, par exemple
la norme N; associée a la base B devrait étre notée N; g ... Mais s’il n’y a pas d’ambiguité on se
dispense de noter la base.

3.2.1.4 Projections canoniques

" - K
Définition 3.2.1 L’application py définie par py est appelée kiéme projec-
(T1, ey Tpn) — xp
tion canonique de K™ sur K.

Proposition 3.2.2 p; est linéaire et 1—lipschitzienne de (K", ||.||oc) dans (K, |.|)

car ...
3.2.2 E =K[X]

n
Soit P € K[X]. P = Zaka. P se note aussi Z ap X" en posant Vk > n+1, a, = 0.
k=0 kEN
Plus généralement tout polynome P de K[X] s’écrit P = Z anx"™ avec (ap)nen ayant un nombre

nelN
fini de termes non nuls.

On définit quelques normes sur K[X] :

L |[.|lx par ||P], = Z lak|; cette somme est finie, donc || P||; a bien un sens. ||.||; est bien

keN
une norme car ...
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2. ||l./ls par ||P||,, = max{|ax| /k € N}; ce maximum existe car il y a un nombre fini de as
non nuls, donc ||P|| a bien un sens. ||.||, est bien une norme car ...

3. Soit a et b réels tels que a < b. ||.||: P — /b |P(t)| dt est bien une norme sur K[X].
Prouvez le ‘

4. . : P — Z 'P(k)(())‘. Justifiez que ||P|| a bien un sens et montrer que ||.|| est bien une
norme. o

3.2.3 Espace des fonctions bornées

Définition-théoréme 3.2.3 Soit X un ensemble non vide, et (E, ||.||) un evn. On note B(X, E)
l’ensemble des fonctions bornées de X dans E. Alors
1. B(X,E) est un sev de F(X,E) et

B(X,E) —R
f — sup{||f(z)|| /z € X}

2. L’application Ny : { est une norme, appelée norme de la

convergence uniforme.

En effet ...

3.2.4 Espace des fonctions continues sur [a,b] avec a < b

On sait que C([a, b],K) est un espace vectoriel.
On définit quelques normes usuelles sur cet espace :

b
1. Norme de la convergence en moyenne définie par || f|; = / |f(®)|dt
a

2. Norme de la convergence uniforme (ou norme infinie) définie par

[flloe = sup{[f ()] /x € [a,b]}.

b
3. Norme de la convergence quadratique définie par : || f||, = / |F(0)) dt.

Ce sont bien des normes car ...

Exemple 3.2.4 On prend E = C([0,1],R) et on considére
A={fn € E/ pour n € [2,+0c0[, fn affine sur chacun des intervalles [0,1/n],[1/n,2/n],[2/n,1] avec
fa(0) =0, fu(1/n) = V/n, fu(2/n) = 0, fn(1) = O}

1. Tracer lallure des courbes des fonctions fy,.

2. Déterminer || f,| ., et || full;

3. A est-il borné pour chacunes de ces deux normes ?

3.2.5 Produit fini d’evn

Soit (Ej, Ni) une famille d’evn avec 1 < k < p. Notons £ = E; x ... x E,
On définit trois normes sur cet espace vectoriel produit ainsi : pour u = (uq, .., up) € E,

P
1. Lanorme 1 : |[(u, ..., up)l; = > Ni(u)
k=1
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P
2. Lanorme 2 : ||(ug, ..., up)l, = ZNk(uk)2
k=1

3. La norme infinie : ||(u1, ..., up)|| . = max{Ng(ux)/1 <k < p}

Ces trois applications sont bien des normes ...

3.2.6 Espace M, (K)

E = M, (K). Pour A € M,(K) notons A = (a;;)1<s,j<n Voici quelques exemples de norme
sur M, (K).
1. |A|l = Max{|a; ;| /1 <i,5 <n}

2. |4l = > laiyl

1<i,5<n
3. Vous avez vu en Mpsi que I'application (A, B) — tr(*A.B) est un produit scalaire. On en
déduit que N : A — (/tr(tA.A) est une norme sur M, (RR), norme euclidienne

Ce sont effectivement des normes.
Reprenons la norme infinie.

Exercice 3.2.5 1. Montrer que VA, B € M, (K), ||[AB| <n[Al |Bll»

2. En déduire une constante C telle que N = C'||.|| est une norme d’algébre sur M, (K)

3.3 Suites d’un evn

3.3.1 Suites

—F

Définition 3.3.1 Soit E un ensemble. Une suite de E est une application u :
n  —un)

L’image u(n) se note souvent u,
La suite u se note aussi (up)nen 0u, il N’y a pas de risque d’ambiguité (u,)
L’ensemble des suites de E se note E™

3.3.2 Convergence

Définition 3.3.2 Soit (u,) une suite de 'evn (E, ||.||) et soit £ € E.
On dira que la suite (u,) converge vers ¢ pour la norme ||.| si et seulement si la suite réelle
(I, = £||)nen converge vers 0, i.e.

< Ve>0,INeN, Vn > N, |u, —{|| <¢
< Ve>0, ANeN, Vn > N, u, € Bs({,¢)
i.e. Ve, hors de la boule Bf(¢,¢) il y a un nombre fini de termes de la suite.
Remarque 3.3.3 On peut écrire une inégalité stricte dans la définition :
(un) converge vers { <= Ve >0, INeN, VYn > N, |u, —{| <e

car ...
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Exemple 3.3.4 1. La suite réelle (u,) définie par Vn € N, u,, = (1 +1/n)™.
Montrer que cette suite converge et donner sa limite.
inf

2. La suite compleze (u,) définie par ¥n € N, u,, = avec 6 € R
n

Montrer que cette suite converge et donner sa limite.

3. La suite matricielle (A,) définie par VYn € N, A, =

14+1/n  cos(1/n) >
sin(n)/n emrsin(/n) J-

Montrer que cette suite converge pour la norme ||.||, et donner sa limite.
4. dans C([0,1/2],R) on considére la suite (fy,) définie par f, : x — z™.

Montrer que la suite de fonctions (f,) converge pour la norme infinie vers la fonction nulle.

3.3.3 Suites bornées

Définition 3.3.5 Soit E un evn, (uy)nen € EN
La suite (uy,) est bornée pour la norme ||.|| <= 3IM >0 t¢Vn € N, |u,|| < M
L’ensemble des suites bornées sur E se note {>°(E) (la norme est supposée donnée).

Remarque 3.3.6 Une suite n’est rien d’autre qu’une fonction définie sur IN. On retrouve ici la
définition d’une fonction bornée donnée dans la définition 3.1.52

Proposition 3.3.7 (*°(E) est un sev de EX.
Pour u € {*(E) on note ||u|| ., = Sup{|un|| /n € N}. Alors ({>(E)

Car ...
Exemple 3.3.8 Placons nous dans (M,(R),||.||..)- La suite matricielle (A,) définie sur IN*

par A, = < (S_Higln iéz ) est une suite bornée.

) est un evn.

Théoréme 3.3.9 Soit E un evn et (uy)nen € EN.
(Un)nen converge = (un)neN est bornée

Car ...

ATENTION La réciproque est fausse. Donner un contre-exemple

3.3.4 Opérations sur les suites convergentes
Théoréme 3.3.10 Soit (un)nen €t (Vn)nen deuz suites de l’evn E, et o, § € K.

(un,) converge vers ¢

(1) converge vers ¢! } = (au, + Bv,) converge vers af + B¢’
n

En d’autres termes, l’espace des suites convergentes est un sev de {>°(E)

Car ..

Théoréme 3.3.11 "Produit” d’une suite bornée par une suite convergeant vers 0
Soit (u,) € EN, (a,) € KN

(up,) bornée

() converge vers 0 } = (an Uy, ) converge vers 0

(un) converge vers 0

() bornée } = (anuyn)converge vers 0
n
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Dans ce théoréme, il s’agit du produit au sens multiplication externe d’un ev : la suite (u,) est
une suite vectorielle alors que la suite («,) est une suite scalaire. La multiplication a bien un
sens.

Démonstration ...

Théoréme 3.3.12 Soit (u,) € EY, (a,) € KN

(un,) converge vers L € E

= (apuy ) converge vers ol
(o) converge vers o € K } (amtin) J

Se démontre en écrivant ||apu, — al|] = ||anu, — @y + auy, — af]. Terminer la démonstration

Exercice 3.3.13 Soit A une algébre normée.
Soit (uy,) et (vy,) deuz suites de A. Démontrer :

(un,) converge vers £ € A

!
(1) converge vers ' ¢ A } = (unvy)converge vers (0

Théoréme 3.3.14 Effet d’une application lipschitzienne sur une suite convergente.
Soit E et F deuz evn, A C E et f: A — F application lipschitzienne, soit (u,) € AN et £ € A.

(un) converge vers £ = la suite (f(uy)) converge vers f(£)

Car ...

3.3.5 Suites d’un evn produit

Théoréme 3.3.15 Soit (Ej, Ni)i<k<p une famille d’evn, et E = Ey x ... X E, Uespace produit
muni de la norme infinie rattachée aux normes Ni.

Soit (up)new € BN, up = (U1 n.eey Upn) 0 pour tout k, (ug n)nen € EX.

Soit £ = ({4, ....4,) € E.

(un)nen converge dans E vers £ pour |.|,, <= Vk € [1,p], (urn)nen converge vers l} dans
(Ek, Nk)

Crest dit & : Vk,¥n, Ni(upn — ) < un = llog <D Nj(ujn — ).
j=1
Faire la démonstration détaillée.

3.3.6 Normes différentes sur un méme ev
ATTENTION Soit (ty)new € EN et £ € E. Soit N et N’ deux normes sur E.

(un)nen converge vers £ pour N #  (up)nen converge vers £ pour N’

TN (tn)nen converge pour N’

Et de méme
(un)nen converge vers £ pour N

(tUn)nen converge vers £/ pour N’

}#e:z’

Exemple 3.3.16 On reprend l’ezemple 3.2.4
Montrer que la suite (fy,) converge pour la norme ||.||,, mais diverge pour la norme ||.| .



48 CHAPITRE 3. ESPACES VECTORIELS NORMES

3.4 Valeurs d’adhérence d’une suite

3.4.1 Suites extraites, sous-suites

Définition 3.4.1 On appelle extractrice, tout application ¢ : N — IN strictement croissante.

Exemple 3.4.2 Parmi ces fonctions, donner les extractrices.
1. o:n—=2n+1
2. ¢:n —n?
3. pin—=-n-—1
4. f:n— (n—3)?

Proposition 3.4.3 ¢ extractrice = Vn, ¢(n) > n

Récurrence a rédiger.

Définition 3.4.4 Suites extraites

Soit (up)nen € EN

Une suite extraite (on dit aussi sous-suite) de (un)new est une suite (Uy(n))nen 0U @ est une
extractrice.

Remarque 3.4.5 Remarquons que la suite (u,)nen est une sous-suite d’elle méme.
Dans ce cas, ’extractrice est la fonction identité.
Théoréme 3.4.6 Soit (E,N) un evn et (uy)nen € EN

(un)ne]N converge vers { <= toute suite extraite de (u,)newN converge vers {

Quel est le sens évident ?
Démonstration de ’autre sens :

Conséquence 3.4.7 Si on trouve deuz extractrices ¢ et 1 telles que la sous-suite (Ug(n))nenN
converge vers une limite { et telle que la sous-suite (Uy(,))nen converge vers une limite £’ avec
L+, alors la suite (up)nen diverge.

Exemple 3.4.8 Montrer que la suite réelle (u,)nen définie par u, = cos(gn) diverge.

Théoréme 3.4.9 Soit (up)nen € EN
(Un)new converge <= les sous-suites (ugp)nen €t (Uant1)neN convergent vers la méme limite

La encore, quel est le sens déja prouvé ?
Démonstration de ’autre sens :
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3.4.2 Théoréme de Bolzano-Weierstrass (version 1)

Théoréme 3.4.10 Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. On munit
E de la norme infinie relative a la base .
Pour cette norme, de toute suite bornée de E on peut extraire une sous-suite qui converge

En effet ....

3.4.3 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 3.4.11 Soit (E,||.||) un evn, (un)nen une suite de E et £ € E
¢ est une valeur d’adhérence de (up)nen si et seulement si il existe une suite extraite de (upn)neN
qui converge vers {

U2p =N
Exemple 3.4.12 Soit (up)nen définie par : Vn € N, 1 . Déterminer une
U2n+1=1+2n+1

valeur d’adhérence de cette suite.

Exemple 3.4.13 Un ezemple trés utile :
Soit (un)nen la suite définie par Vn € N, w,, = (—1)". 1 et —1 sont des valeurs d’adhérence.

Proposition 3.4.14 (u,)nen converge vers £ = (up)nen a 1 et 1 seule valeur d’adhérence.
Mais la réciproque est fausse : une suite ayant 1 et 1 seule valeur d’adhérence n’est pas nécessai-
rement convergente

Démonstration du théoréme

Pour la réciproque, reprendre ’exemple 3.4.12, montrer alors que cette suite ne converge pas, et
n’a qu’'une seule valeur d’adhérence.

Proposition 3.4.15 .
¢ est une valeur d’adhérence de (up)peny <= Ve >0, VN >0, In > N, ||lu, —¢|| < ¢

car ...
Le théoréme de Bolzano Weierstrass (version 1) s’énonce donc aussi sous la forme :

Théoréme 3.4.16 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, B une base de E, E normé
par la norme infinie relativement a B.
Toute suite bornée de EE admet une valeur d’adhérence.

3.5 Normes équivalentes

Posons le probléme : on a vu que dans un evn, la convergence d’une suite est liée & la norme.
Oun voudrait trouver une CNS sur les normes en sorte que la convergence des suites (uy,)neN vers
¢ pour la norme N; soit équivalente & la convergence de ces suites (uy,)nen vers £ pour la norme
N
Tout part de ce qui suit :
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Proposition 3.5.1 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes N1 et No.
38 > 0 tel que Ny < BNy <= (Toute suite (up)nen qui converge vers 0 pour N1 converge vers
0 pour Ns).

En effet 1) Rédigez le sens direct
Démonstration par 'absurde de la réciproque

Ceci conduit & la définition suivante :
Définition 3.5.2 Soit E un espace vectoriel muni de deux normes Ny et N.

On dira que N1 est équivalente a No

)

Ja >0, 35 >0 tel que Vo € E, aNy(z) < Na(z) < fN1(x)

da >0, 38 > 0 tel que aN1 < Ny < BN

Proposition 3.5.3 Sur l’ensemble des normes définies sur E, la relation "Ny est équivalente a
Ny " est une relation d’équivalence.

Ce qui est heureux dans le choix du vocabulaire ...
En effet :

Exemple 3.5.4 Dans R?, montrer que les normes ||.||, et ||.||,, sont équivalentes.
Donc, des normes équivalentes existent.

Exercice 3.5.5 Montrer que dans CP, les normes ||.||; et |.||, sont équivalentes

Théoréme 3.5.6 qui fait tout l'intérét de cette définition
Soit E un espace vectoriel muni de deuz normes Ny et No équivalentes.

— (un)nen bornée par Ny < (up)nen bornée pour No
— (un)nen converge vers { pour N1 <= (up)nen converge vers £ pour No
— A C E, A bornée pour N1 <= A bornée pour No

Car ...

Exemple 3.5.7 En reprenant Uexemple 3.2.4 justifier que sur E = C([0,1],R) les normes ||.||
et ||.||; ne sont pas équivalentes.

Théoréme 3.5.8 Dans un espace vectoriel de dimension finie toutes les normes sont équiva-
lentes

En fait, on va montrer que si B est une base de F, toutes les normes sont équivalentes a la norme
infinie relativement a la base B, et donc par transitivité, elles sont toutes équivalentes
En effet ...

Ce théoréme est fondamental car il signifie que si on est dans un espace de dimension
finie,
la notion de partie bornée est indépendante de la norme
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la convergence d’une suite ne dépend pas de la norme. Et donc on peut choisir la
norme avec laquelle on va travailler

Les valeurs d’adhérence d’une suite ne dépendent pas de la norme

Dans un espace de dimension finie, on peut dire "la suite (u,)nen converge" sans avoir besoin
de préciser la norme!

Conséquence :

Théoréme 3.5.9 Bolzano-Weierstrass (version compléte)
Dans un espace vectoriel de dimension finie, toute suite bornée a une valeur d’adhérence

on ne précise plus la base, ni la norme.

Mais dans un espace vectoriel de dimension infinie on ne peut pas se dispenser de parler
de la norme avec laquelle on travaille. Or des espaces de dimension infinie on en manipule beau-
coup : par exemple 'espace des polynomes R[X], ou C([0,1],R) ou ...

Théoréme 3.5.10 Comment prouver que deuxr normes N1 et Ny ne sont pas équiva-
lentes ? Bien entendu l’espace vectoriel doit étre de dimension infinie ...

Ny (uqp
— S8l existe une suite (u,)neny € EN telle que ¥n € N, u,, # 0 et lim Nl Eu ; = +o00 alors
2(Un
Ny et Ny ne sont pas équivalentes
Ni(uq,
— S8’il existe une suite (un)nen € EN telle que Vn € N, u,, # 0 et lim Nl Eu 3 =0 alors N;
2(Un

et Ny ne sont pas équivalentes

Car ...

Dans la pratique, il faudra essayer d’exhiber de telles suites ....



