Espaces préhilbertiens réels

. (76) Soit E un R-espace vectoriel muni d’un produit scalaire noté (| ).

On pose Vz € E, ||z|| = v/ (z|x).

(a) i. Enoncer et démontrer l'inégalité de Cauchy-Schwarz.
ii. Dans quel cas a-t-on égalité? Le démontrer.

(b) Soit E={f eC([a,b],R), Vz€la,b] f(x)>O0}.
b b
1
Prouver que ’ensemble { / f(#)dt x / mdt, fekE } admet une borne inférieure m et déterminer la
valeur de m.

. (77) Soit E un espace euclidien.
(a) Soit A un sous-espace vectoriel de E.
Démontrer que (AL)l = A.
(b) Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
i. Démontrer que (F+G)" = F- NGt
ii. Démontrer que (FNG)" = FL + G+,

. (79) Soit a et b deux réels tels que a<b.

(a) Soit h une fonction continue et positive de [a,b] dans R.

b
Démontrer que / hz)dz =0= h=0.

(b) Soit E le R-espace vectoriel des fonctions continues de [a,b] dans R.
b

On pose, V (f.4) € B2, (flg) = / f(@)g(x)da.

a
Démontrer que ’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

1
(c) Majorer / Vze *dz en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
0

. (80) Soit E ’espace vectoriel des applications continues et 2m-périodiques de R dans R.
2m

(a) Démontrer que (f | g) = by f () g (t)dt définit un produit scalaire sur E.
T Jo

(b) Soit F' le sous-espace vectoriel engendré par f : x — cosz et g : © — cos (2z).

Déterminer le projeté orthogonal sur F de la fonction u : z +— sin® z.

. (81) On définit dans My (R) x My (R) I'application ¢ (A, A") = tr (*AA’), ou tr (*AA’) désigne la trace du
produit de la matrice ‘A par la matrice A’.

Onnote]-':{( 4 b),(a,b)ERQ}.
b a
On admet que ¢ est un produit scalaire sur My (R) .

(a) Démontrer que F est un sous-espace vectoriel de My (R).

(b) Déterminer une base de F=.

(c) Déterminer la projection orthogonale de J = ( 1 1 ) sur Ft .

(d) Calculer la distance de J a F.
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(82) Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n > 0.

On admet que pour tout x € E, il existe un élément unique yq de F' tel que z — yg soit orthogonal a F' et que la
distance de x & F soit égale & ||z — yo||-

b

a
Pour A = (c d

/ /
) et A = (‘CL/ Z) on pose (A | A) = ad’ +bb + cc’ + dd'.

(a) Démontrer que (.]|.) est un produit scalaire sur Ms (R).

. . 1 . . . .
(b) Calculez la distance de la matrice A = ( 1 9 ) au sous-espace vectoriel F' des matrices triangulaires
supérieures.
Soient x,y deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien. Etablir : ’ W - = %

Soient E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E telles que Vx,y € E, (f(z) | y) = (= | g(y)). Montrer que
f et g sont linéaires.

Soient E un espace préhilbertien réel, F' un sev de F, et  un vecteur de F.
Montrer : z € FX < (Ve F, (z]y) < |yl

M, (R) est muni du produit scalaire : (A | B) = tr(*A.B).
(a) Déterminer l'orthogonal de D,,(R)
(b) Montrer que 'orthogonal de S,,(R) est A, (R)

(a) Montrer l’existence et I'unicité de A € R,, [X] tel que : VP € R, [X], P(0) = fol A(t)P(t) dt.
Montrer que A est de degré n.

(b) Existe-t-il A € R[X] tel que VP € R[X fo t)de ?
Soit E = C([-1,1],R) muni du produit scalaire défini par (f | g) f f)g(t)de
On pose F ={f e E/Vt € [-1,0], f(t) =0} et G={g € E/Vt € 0,1], ():0}.

(a) Montrer que F+ = G.

(b) Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires 7
On munit espace E = C([0,1],R) du produit scalaire (f, g) fo g(x) dx

Pour f € E, on note F la primitive de f qui s’annule en O : Va: 6 [ 1], fo t)dt et on considére
I’endomorphisme v de E déterminé par v(f) = F.

(a) Déterminer un endomorphisme v* vérifiant Vf, g € E, (v(f), g) = (f,v*(9))

(b) Déterminer les valeurs propres de 'endomorphisme v* o v.
Soient a, b deux vecteurs unitaires d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n, et f:z — x — (a | 2)b.

(a) A quelle condition la fonction f est-elle bijective 7
(b) Exprimer f~!(z) lorsque c’est le cas.

(c) A quelle condition I’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace préhilbertien réel E. Etablir F- = FronF désigne ’adhérence de
F.

Soit F un espace vectoriel hermitien, et B et B’ deux bases orthonormée de E. On note P la matrice de passage
de B a B'. Que dire de det(P) ?

Soit E eve, et p € L(E) une projection. Montrer :
p projection orthogonale <= Vz € E, ||p(x)| < ||=]|

Soit F un eve, et p et ¢ deux projecteurs orthogonaux. Montrer que :
Im(p) C Im(q) <= Vz € E, []p(z)|| < [lq(2)]|

Soient F, G deux sous-espaces de E tels que F' 1 G. On note sg et sg les symétries orthogonales de bases F'
et G. Montrer que sp o sg = sg o sp = S(F@G)L-



