Fonctions définies par une intégrale

1. (25)

(a) Démontrer que, pour tout entier n, la fonction ¢ — > est intégrable sur [0, +ool.

1412 4 tne~

dt
;- Calculer lim w,.

—+o0
(b) On pose up, = /0 Tr et G

+oo 1
2. (26) Pour tout n > 1, on pose I,, = ——dt.
(26) b / T

(a) Justifier que I, est bien définie.

(b) Etudier la monotonie de la suite (I,,) et déterminer sa limite.

neN*

(c) La série Z(—l)"ln est-elle convergente ?
n>1

3. (29) On pose : Vx €]0;+o0[ et V¢ € ]0; +00[, f(x,t) =e =71 .

(a) Démontrer que, ¥ x € |0, 4o0c[, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur ]0; +oo.

“+o0
On pose alors, V z €]0; +oo[, I'(z) = / o—tr—1qs.
0

(b) Démontrer que, V z €]0;+o00[, I'(z + 1) = 2T'(x).

(c) Démontrer que I' est de classe C* sur ]0; +00[ et exprimer T'/(x) sous forme d’intégrale.
4. (30 partiel)

(a) Enoncer le théoréme de dérivation sous le signe intégrale.

+00
(b) Démontrer que la fonction f : z +— / e~ cos (xt) dt est de classe C! sur R. %item
0
+00
5. (49)Soit Z ay, une série absolument convergente & termes complexes. On pose M = Z |an]
n=0

(a) Enoncer le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle I quelconque pour une série de fonctions

Zf‘rr
(b) On pose : Vn € N, Vi € [0,400[, fn(t) =

ant™ _,
et

n!
i. Justifier que la suite (a,,) est bornée.
ii. Justifier que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, +00|.

+oo
iii. Prouver que f: ¢t — Z fn(t) est continue sur [0, 4o00].

n=0

+oo
(c) i Justifier que, Vn € N, la fonction g, : t — t"e™" est intégrable sur [0, +oo[ et calculer / the~tdt.
0

“+o0
En déduire la convergence et la valeur de / | frn (2)] dt.
0

too (420 n +00
ii. Prouver que T et ) dt = Ay,
ae [ (X >

n=0

67225

T+t

+o0o
6. (50) Soit € R. On considére la fonction F : x — / dt.
0



(a) Prouver que F' est définie et continue sur ]0; 4+o0l.
(b) Prouver que z — zF(x) admet une limite en +o0 et déterminer la valeur de cette limite.
(¢) Déterminer un équivalent, au voisinage de +o00, de F(x).

7. SOlt f X ’—>/ m
(a) Montrer que f est définie sur RT.
(b) A P’aide du changement de variable v = 1/¢, calculer f(0).
) Montrer que f est continue est décroissante.
)

(c

(d) Déterminer l+im I

8. Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit f une application de classe C*° de R dans E. On

=10 .,
considére I'application g de R dans E définie par : g : x — T
1'(0) siz=0

(a) Montrer que pour tout réel z, g(x fo

(b) Montrer que g est de classe C* de R dans E.

(c) Calculer g(™(0) pour n € N

1 twfl
9. (a) Justifier que l'intégrale suivante est définie pour tout > 0 f(x) = / 157 dt
0

Calculer f(x) + f(z + 1) pour = > 0.

)
b) Justifier la continuité de f sur son domaine de définition.
)
) Donner un équivalent de f(z) quand x — 07 et la limite de f en +oc.

10. Soient f: I xR — R et u,v : I — R continues.Montrer que = + f;((f)) f(z,t)dt est continue.

s

11. Soit @ > 0. Déterminer lim t* cos? (xt)dt
Tr— 400 0

400
12. (a) Justifier 'existence et calculer / cos(xt)e " dt.
0

sin(xt
7) e~ tdt. Justifier que F est définie et continue sur R.

(b) Soit F: xb—)/

(¢) Justifier que F est de classe C! et calculer F'(x).
(d) En déduire F(z).

+oo
13. Pour x > 0 et a > 0 exprimer / t*~et" dt a laide de la fonction I’
0
“+oo
14. L’objectif de cet exercice est de calculer IV (1) = / In(t)e™ " dt.
0
(a) Montrer que pour tout ¢ € [0,n], 0 < (1 — %)nfl <ee !
n——+o0o n

n n—1 1 _ n_
o ot [ (1-£) " ae s [ UL,
0 n 0

u

n n—1 +o00
t
(b) Montrer que lim In(t) (1 - ) dt = / In(t)e " dt
0 0

(d) En déduire que I"(1) = —v ou v désigne la constante d’Euler.
(e) Calculer IV(2).

—+oo
15. Soit f : R4 — C une fonction continue. Pour x € R on pose Lf(z) = / f(t)e "tat
0

+oo +oo
(a) Montrer que si / f(t)e~*dt converge alors / f(t)e ¥'dt converge pour y > x.
0 0

(b) Quelle est la nature de 1’ensemble de définition de L f

(c) On suppose f bornée. montrer que lim Lf(z) =
T——+00



