Intégration

1. (28)N.B : les deux questions sont indépendantes.
e—$
Va2 —4

(b) Soit @ un réel strictement positif.

(a) La fonction  — est-elle intégrable sur |2, +-00[?

1
La fonction  — ———t— est-elle intégrable sur ]0, +o00[?

V14 x2e
2. (29 partiel)On pose : ¥V x €]0; +oo et Vt € |0; +oof, f(x,t) = e t=1 .

(a) Démontrer que, ¥ x € |0, 400, la fonction t — f(x,t) est intégrable sur ]0; +oo.

“+o0
On pose alors, V z €]0; +oo[, I'(z) = / etz
0
(b) Démontrer que, ¥V z €]0; +oo[, T'(z + 1) = 2T'(x).

+oo
3. (49 partiel) Soit Z a, une série absolument convergente a termes complexes. On pose M = Z |an] -
n=0

(a) Enoncer le théoréme d’intégration terme & terme sur un intervalle I quelconque pour une série de fonctions

> fn-
(b) On pose : ¥n € N, Vt € [0,400[, fn (1) =

ant™

—t
n!

i. Justifier que la suite (a,,) est bornée.

ii. Justifier que la série de fonctions Y f,, converge simplement sur [0, 4o0].

“+oo
iii. Prouver que f: t — Z fn(t) est continue sur [0, +oo].

n=0

“+oo
(c) i Justifier que, Vn € N, la fonction g, : t — t"e™! est intégrable sur [0, +oo[ et calculer / the~tdt.
+oo 0
En déduire la convergence et la valeur de / | frn (B)] dt.
0

4. Etudier I'intégrabilité des fonctions suivantes :

1 1
(a) t — sur [2, +o00[ (d) t > ————= sur ]0, 1] Vasin —
“fi(t) 1-t)vt (f) z — ﬁ sur ]0, +oo|
n T
(b) t%msur]—l,“roo[ ;
1 1 In(1 + ¢%)
(C) t— W sur R (e) t— hl; sur ]O, 1[ (g) t— W ur R

5. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les paramétres réels a et b pour que les intégrales suivantes
existent :

+oo dt too a +00 jag—t
(a)/l ta(t —1)b (b)/o 1+¢b dt (C)/O 1+¢b dt

Tt _sint

6. Condition nécessaire et suffisante sur oo € R pour que / dt existe.

0

7. Soit f : [0, +00o[ — R une fonction continue par morceaux.

41
On suppose que f est intégrable. Montrer / f)dt ——0
P r— 400

8. Existence et calcul des intégrales suivantes :
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/O $12 + 1 (e) /O m, avec n € IN*
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Soit f : [0,+00] — R de classe C!. On suppose que f et f’ sont intégrables sur [0, +oo[ ; montrer que f tend
vers 0 en +o00.

sinx

dx converge si et seulement si o > 0

—+oo
Montrer que 'intégrale impropre /
1 o

2
T gin?t

Déterminer lim dt

z—+oo [ tlnt

+oo dt
Pour a,b > 0 avec a # b, calculer I(a,b) = / 1 a2+ 02)
—c0 a

Soit f : [0, +0o[ — R de classe C'. On suppose que f2 et f’? sont intégrables. Déterminer la limite de f en +oc.
b b
(a) Soit f € C*([a,b],R). Déterminer les limites des suites (/ f(t) sin(nt) dt) et (/ f(¢) cos(nt) dt)

/”/2 sin(2nt) cost
0

sint

/2 sin(2nt) cost /2 sin(2nt
(c) Montrer que lim (/ Mdt—/ Mdt = 0.
0

n—-+o00 sint 0

(b) Calculer, pour n € N*, I, = dt (on pourra s’intéresser a I, 11 — I,)

sint

+oo
(d) En déduire / — dt
0

—X

1 2
Calculer I = / ki dt en procédant au changement de variable ¢t = e

o 1+t
+o0 1
On pose I, = ——dt.
g | wer
(a) Justifier 'existence de la suite (I,)nen

(b) Déterminer une relation de récurrence liant I,, & I, 1. En déduire une expression simple de I,, en fonction
de n.

) /2
(¢) Etablir un lien entre I,, et Uintégrale de Wallis : / cos™ (t)dt.
0

+oo e—aT _ e—bz
Soit 0 < a < b. On pose I = / —dx.
O l’
(a) Justifier 'existence de 1.
400 e—aT _ e—bx ab e U
(b) Montrer que pour tout « > 0, / —dx = / —du
«

« x a u
(c) Déterminer 1.

dx

—+o0
(*) Donner la nature d el’intégrale suivante : I = / —
0 1+ z4sin®x

—+00
(*) Soit f une fonction continue sur [0, +o00[ et décroissante telle que / f converge et est non nulle.
0

+oo
(a) Montrer que pour tout ¢ > 0 la série Z f(nt) converge.
n>1
+oo
(b) Donner un équivalent de Z f(nt) quand t — 0*.

n=1



