Séries numériques

1. Etudier la convergence des séries de terme général :
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2. (5) (a)On considére la série de terme général u,, = oun>=2etaelR

n (lnn)®
(i) Cas a < 0 En utilisant une minoration trés simple de w,,, démontrer que la série diverge.

(ii) Cas a > 0 Etudier la nature de la série.
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Indication: On pourra utiliser la fonction f définie par f(x) = 2y
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(b) Déterminer la nature de la série .
n%:g (In(n? + n))”

3. (6) Soit (un), oy une suite de réels strictement positifs et I un réel positif strictement inférieur a 1.
Un+1

(a) Démontrer que si lim
n—+00 Uy

Lo e . Unp41
définition de lim —
n—-+o0o Up,

|
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= [, alors la série E uy, converge. Indication: écrire, judicieusement, la

= [, puis majorer, pour n assez grand, u,, par le terme général d’une suite géométrique.

4. (7) (a) Soient (un),y et (vn) deux suites de nombres réels positifs. Montrer que:
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Up ~ Vp — E Uy €t E v, sont de méme nature.
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(b) Etudier la convergence de la série Z n/
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5. (8) Soit (un), ¢y une suite décroissante positive de limite nulle.

(7 est ici le nombre complexe de carré égal & —1)

(a) (i) Démontrer que la série Z (=1)" u; est convergente. Indication: on pourra considérer (S2n)pen €t
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(ii) Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (—1)k Uk
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(b) (i) Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z (=1)e
n
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(ii) Etudier la convergence uniforme sur [0, +o0o[ de la série de fonctions 3 -,
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6. Soit (u,) une suite réelle décroissante et positive. On pose v, = 2™ ugn.
Déterminer la nature de ) v,, en fonction de celle de > u,,.
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si n est une puissance entiére de p
Soit p un entier premier. Nature de la série de terme général u,, ot u,, =
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Montrer la convergence de la série de terme général u,, =

somine.

Montrer que les séries suivantes sont convergentes et calculer leur somme :
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Soient > uy, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes. Montrer que les suivantes sont aussi
Q. UnpUn
convergentes : »_ max(tn, Un), D v/UnUn €t 3 0

Soit (uy,) une suite décroissante de réels positifs. On suppose que la série Y u, converge. Montrer que nu, — 0.

Soient (uy) et (v,) deux suites de réels strictement positifs.
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a) On suppose qu’a partir d’un certain rang . Montrer que u,, = O(vy).
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b) On suppose que
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Montrer, a 'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que _ w,, converge.

. . . L. - U A
Soit (u,) une suite positive. Montrer que les séries de termes généraux u,, ﬁ, In(1 4 uy), sont de méme
u
nature. "
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Soit (a,) une suite strictement positive, et ug > 0. On définit la suite (u,,) par U411 = up + —.
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Montrer que la suite (u,) converge si et seulement si la série E a, converge.

Soit (uy,) une suite positive. Montrer Z 1 5— converge == Z u, diverge
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Etudier la nature de la série de terme général u, = Arctan(n + a) — Arctan(n) avec a > 0
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Méme question avec la série de terme général u,, = / I dx
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Soit a > 0 et (uy) la suite définie pour n € IN* par u,, = —
) n

(a) Etudier la convergence de la série pour a # e

(b) Ici @ = e .montrer que la suite (u,) est croissante & partir d’un certain rang. Conclure sur la convergence de

la série.
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, et (vy,) la suite définie pour n > 2 par v, = #
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Soit (uy,) la suite définie pour n > 1 par u, =

a) Montrer que u,, ~ vy,

(
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b) Montrer que la série Z uy, est convergente (n > 1)
(c) Montrer que la série Z v, est divergente (n > 2)
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(d) Expliquer

k k
a) Justifier la convergence de la série numérique Y (_,i) . On pose R, = > (_,i)
k>1 k=n+1
ISEEI.
b) Montrer que R, + Ryy1 = > )
k=n-+1

c¢) Déterminer un équivalent de R,,.
d) Donner la nature de la série de terme général R,,.
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Soit o < 1. Déterminer un équivalent de k%
k=1



