Séries de fonctions

1. (8) Soit (un),cy une suite décroissante positive de limite nulle.

(a) 1. Démontrer que la série Z (=1)" uy, est convergente. Indication: on pourra considérer (S2n),en €t
n

(S2n41)pen avec S, = Z (—1)k U

k=0

ii. Donner une majoration de la valeur absolue du reste de la série Z (fl)k Uk

s . . . (—)"e
(b) i. Etudier la convergence simple sur R de la série de fonctions Z .

n>1 n
o : o , (=1 e
ii. Etudier la convergence uniforme sur [0, +oo[ de la série de fonctions ) -
z n

4) (a) Soit a et b deux réels donnés avec a < b et soit (fy,),cy une suite de fonctions continues sur [a,b],
valeurs réelles. Démontrer que si la suite (fy), oy converge uniformément sur [a,b] vers f, alors la suite

(1
a
b b
(/ fn (2) dm) converge vers / f(z)da.

neN
(b) Justifier comment ce résultat peut étre utilisé dans le cas des séries de fonctions.
% +oo +oo 1
(¢) Démontrer que / 2" | dx = — .
0 0

n2n

n= n=1

3. (15) Soit X une partie de R ou C .

(a) Soit Z fn une série de fonctions définies sur X & valeurs dans R ou C. Rappeler la définition de la
convergence normale de Z fn sur X, puis de la convergence uniforme de Z fn sur X.

(b) Démontrer que toute série de fonctions, a valeurs dans R ou C, normalement convergente sur X est unifor-

mément convergente sur X.
n2

(c) La série de fonctions Z —'z" est-elle uniformément convergente sur le disque fermé de centre 0 et de rayon
nl

ReRY?

4. (16) On consideére la série de fonctions de terme général u,, définie par:

Vn € N*, Yz € [0,1], un(x):hl(HE) _T
"
On pose, lorsque la série converge, S(x) = Z [ In (1 + E) — f}
— n n

Démontrer que S est dérivable sur [0, 1], puis calculez S’(1).

5. (17) Soit A C C et (fn),cy une suite de fonctions de A dans C.
(a) Démontrer I'implication:

(la série de fonctions E fn converge uniformément sur A)

4

(la suite de fonctions (fy),cy converge uniformément vers 0 sur A)

(b) On pose: Vn € N,V € [0; +00[, fn(x) = nz?e~*V™. Prouver que Z fn converge simplement sur [0; +o0].
Z fn converge-t-elle uniformément sur [0; +oo[? Justifier.
—1)n g
6. (18) On pose: Vn € N*, Vz € R, u,(z) = %
On considére la série de fonctions Z U, -

nz=1

(a) Etudier la convergence simple de cette série.
On note D l'ensemble des x ol cette série converge et S(z) la somme de cette série pour z € D.
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(b) i. Etudier la convergence normale, puis la convergence uniforme de cette série sur D.
ii. La fonction S est-elle continue sur D?

. Etudier la convergence simple, normale, uniforme des séries de fonctions :

777,ZE2

X . s e
(a) Z fn ou fp est la fonction définie sur R par f,(z) = T2

(b) Z fn ol f, est la fonction définie sur Ry par f,(z) = nz?e™"*
(=n"
n+ x?

(d) Z fn ou fp est la fonction définie sur R4 par f,(z) = T a2

(c) Z fn ou fp, est la fonction définie sur R par f,(z) =

—nx

xe
n Ou fn est la fonction défini R n(z) =
(e) Zf ou f, est la fonction définie sur R par f,(z) o

. On pose ug(x) =1 et uns1(x) = [ un(t — t?) dt pour tout réel z € [0,1] et tout entier naturel n. Montrer que
la série de terme général u,, est normalement convergente.

pour n > 2

. Etudier selon les réels o la convergence normale sur [0, 1] de la série de fonctions Zno‘x"(l — )
+oo
(a) Déterminer l'ensemble de définition de la fonction S : z — Z n%e "
n=1

(b) Montrer que S est continue sur son ensemble de définition. Quelle est la limite de S en 400 7

. g 1 1 . . 1
. Soit ¥ (z) = n§2 (n T nE :1:) Justifier lexistence et calculer [j ¢ (x)dx
10,7 - R
. L s . . +o00
(a) Justifier la définition de la fonction f : N Z L cosn o sin(na)
n
n=1

(b) Montrer que f est de classe C! sur |0, 7[. Calculer f’ sous forme d’une somme infinie.
(¢) Montrer que Vz €]0, 7], f/'(x) = —1 et en déduire f sur |0, 7|

-1 — R

. Montrer que la fonction f : - N +§ x"sin(nz) est de classe C! sur | —1,1].

n
n=1

. rsinz
Calculer f’(z) en utilisant 2 suites géométriques de raison ze'*. En déduire que f(z) = Arctan <1>
—zcosw

+m n
. On pose S(t) = > (1_+17)n pour ¢t > 0.
n=0

(a) Justifier que S est définie et continue sur |0, o0
(b) Etudier la limite de S en +oc.
(c) Etablir que S est de classe C! sur ]0, 4+o0].
(d) Déterminer lim S(t).
t——+oo
+oo
. Pour > 0, on pose S(z) = >

n+n2zx
n=1

(a) Montrer que S est définie et continue sur RT*.

(b) Etudier la monotonie de S.

(c¢) Déterminer la limite en +o0o de S puis un équivalent de S en +oc.
(d) Déterminer un équivalent a S en 0.

400 1
. On pose ((z) = —
ne
n=1
(a) Donner I'ensemble de definition de ¢
(b) Etudier la continuité puis la dérivabilité de ¢

(¢) Donner la limite de ¢ aux bornes de l'ensemble de définition.



