Suites de fonctions

1. (9)
(a) Soit X un ensemble, (gn), oy une suite de fonctions de X dans C et g une fonction de X dans C.

Donner la définition de la convergence uniforme sur X de la suite de fonctions (g,) vers la fonction g.
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b n(x) = —ne
(b) On pose f(z) oL

i. Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f,)

neN"
ii. La suite de fonctions (f,), oy converge-t-elle uniformément sur [0, +oof ?

iii. Soit a > 0. La suite de fonctions (fy), oy converge-t-elle uniformément sur [a; +oo[ ?
iv. La suite de fonctions (fy), <y converge-t-elle uniformément sur |0, +-00[?

2. (11)

(a) Soit X une partie de R, (fy),,cy une suite de fonctions de X dans R convergeant simplement vers une fonction
f. On suppose qu'’il existe une suite (), .y d’éléments de X telle que la suite (fy,(2n) — f (25)),cy D
tende pas vers 0. Démontrer que la suite de fonctions (f,), oy ne converge pas uniformément vers f sur X.

(b) Pour tout = € R, on pose f,(x) = %

i. Etudier la convergence simple de la suite (f,),,cn-

ii. Etudier la convergence uniforme de la suite (f,), oy sur [a, +oo[ (avec a > 0), puis sur |0, 4o0l.

3. (12)

(a) Soit (fy) une suite de fonctions de [a,b] dans R.
On suppose que la suite de fonctions (f,,) converge uniformément sur [a,b] vers une fonction f, et que,
Vn €N, f, est continue en xg, avec xg € [a, b].
Démontrer que f est continue en x.

(b) On pose : Vn € N*, Vx € [0;1], gn(x) = 2™
La suite de fonctions (g, )nen+ converge-t-elle uniformément sur [0; 1]?

4. (13)

(a) Soit (gn) une suite de fonctions de X dans C, X désignant un ensemble non vide quelconque.
On suppose que, pout tout n € N, g, est bornée et que la suite (g,,) converge uniformément sur X vers g.
Démontrer que la fonction g est bornée.

(b) On considére la suite (fy,)nen~ de fonctions définies sur R par:
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Prouver que (fy,)nen+ converge simplement sur R.
La convergence est-elle uniforme sur R?

5. (10)On pose f, (z) = (z? +1) %

(a) Démontrer que la suite de fonctions (f,)
1

nen converge uniformément sur [0, 1].

(b) Caleuler lim [ (22 +1) T2 gy
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6. (27) Vn € N*, on pose f, (z) T et up, /0 fn (z)dx

(a) Etudier la convergence simple de la suite de fonctions (f),cy- sur [0,1].

(b) Soit a € ]0;1[. La suite de fonctions (f;,), cn« converge-t-elle uniformément sur [a; 1]?
)
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(d) (pour les 5/2) Trouver la limite de la suite (u,)

La suite de fonctions (fy),cy- converge-t-elle uniformément sur [0, 1]7
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Etudier la convergence (simple ou uniforme) de la suite de fonction (f,)n,en dans les cas suivants.

z 2"y
Vr € Ry, = - c
(a) Vo € Ry, fule) = = (&) V2 ER, fu(e) = 1o
1
(b) Vo € Ry, fo(z) = e (f) Vo €[0,1], fo(z) =n"2(l — )" avec v € R
ne .
x (g) Vz € R, fo(z) = 225"/ pour n € N*.
(c) Ve € Ry, folr) = ——— et n € IN*.
n(l+zm) (h) Yz e R, fo(z) = m : on étudiera la conver-
(d) Vz € Ry, fo(z) =na?e ™ gence uniforme sur R puis sur | — 0o, —a]U[a, +o0|

Soit (f,) une suite de fonctions croissantes sur l'intervalle I. On suppose que cette suite converge simplement
vers f sur I. La fonction f est-elle croissante sur I 7

Soit f : R4 — R continue, non nulle, telle que f(0) =lim f = 0. On note f, : Ry — R z — f(nz). Montrer
que la suite de fonctions (f,,) converge simplement et non uniformément sur R .
Soit fp : R — R définie par f,(z) = /22 + 1/n.

Montrer que chaque f, est C! et que la suite (f,) converge uniformément sur R vers une fonction f qui n’est
pas de classe C!.

Soit X un ensemble et (f,)nen une suite de fonction f, : X — R qui converge uniformément sur X vers une

fn f
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fonction f. Montrer que la suite de fonctions ( ) converge uniformément sur X vers la fonction
nelN

Soit f : R — R une fonction deux fois dérivable de dérivée seconde bornée.
Montrer que la suite des fonctions gy, :  — n(f(z +1/n) — f(x)) converge uniformément vers f.
Soit (P,,) une suite de polyndomes qui converge uniformément sur R vers la fonction f.

(a) Montrer que f est polynomiale.

(b) Montrer que la suite (P'n) converge uniformément vers f’.

Soient (f,) une suite de fonctions convergeant uniformément vers une fonction f et g une fonction uniformément
continue. Montrer que (g o f,,) converge uniformément.

Soit f : [0,1] — R continue telle que f(1) = 0. Pour tout entier naturel n on définit la fonction f, par :
Vz € [0,1], fn(z) = 2™ f(x). Montrer que (f,) converge uniformément vers la fonction nulle sur [0, 1].

Soit (f,) une suite de fonctions définies et continues sur [0, 1] a valeurs dans R. On suppose qu’elle converge
uniformément vers une fonction f sur ]0,1[. Montrer qu’elle converge uniformément sur [0, 1]

Montrer que la limite uniforme d’une suite de fonctions uniformément continues est elle-méme uniformément
continue.

Théoréme de Dini

Soient des fonctions f, : [a,b] — R continues telles que la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la
fonction nulle. On suppose que pour tout x € [a,b], la suite réelle (f,,(z)) est décroissante. On désire montrer
que la convergence de la suite (f,,) est uniforme.

(a) Justifier 'existence de HEIEOO I frlloo

(b) Justifier que pour tout n € N, il existe z,, € [a,b] tel que || f]| = fn(zn).

(c) En observant que pour tout p < n, fn(xy,) < fp(xy), montrer que || f,||,, — 0 et conclure.
Soit fy, : [0,1] — R définie par f(z) = n?x(1 —nz) si z € [0,1/n] et f(z) = 0 sinon

(a) Etudier la limite simple de la suite (f},).

(b) Calculer fol fn(t)dt. Y a-t-il convergence uniforme de la suite de fonction (f,) ?

(c) Etudier la convergence uniforme sur [a, 1] avec a > 0.



