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Caractérisation des fonctions Holderiennes

C est Pespace vectoriel sur R des fonctions numeériques (a valeurs réelles) définies sur R, 27-périodiques et continues sur
RR. Chacune des fonctions de C est donc bornée sur R. La norme d’une fonction f de C est définie par || f|| = sup | f(x)]-
z€R

Pour n € IN, on désigne par C,, le sous-espace vectoriel de C formé des polyndmes trigonométriques de degré inférieur
n

ou égal a n, c’est-a-dire des fonctions P de la forme P(z) = ag + Z(ak coskx + by sinkx), (cette derniére somme
étant nulle si n = 0), ou Vk € [0,n], ar € R et Vk € [1,n], br € R. =
Pour n € N et f € C donnés, d,(f) désigne la distance de f a C,, c’est-a-dire
dn(f) = nf{||f =PIl ; P €Cpn}.
Soit «a €]0,1[. On dit que la fonction f de C a la propriété L, lorsque
IK € R, V(z,y) € R?, [f(z) — f(y)| < K|z —yl|*.

PARTIE I : quelques propriétés des polynomes trigonométriques.

1. (a) Soit n € IN.

Démontrer que tout polyndme trigonométrique P appartenant a C, s’écrit de maniére unique P(x) =
k=n

Z cre’™® . ou (Ck)ke[—n,n] €St une suite finie de nombres complexes telle que V& € [—n,n], ¢ = c_x.

(b) Soit A= {(c_p,...c_1,¢0,C1, .., cn)/Vk € {—n,...n}, c_ = ¢ }. Montrer que A est un R—espace vectoriel,
et donner sa dimension.

A = Cn
(¢) En considérant 'application ¢ : () — P= i cpe® déterminer la dimension de C,,.
k=—n

(d) Soit (;);e[0,2n] une suite finie de (2n + 1) réels deux a deux distincts de I'intervalle [0, 27|
N R2n+1

— (P(xo), ey P(.%‘Qn))
En déduire que pour toute suite finie (2;);e[0,2n] de (2n + 1) réels deux & deux distincts de l'intervalle
[0, 27[, et pout toute suite finie (y;);e[o,2n] de (2n + 1) réels, il existe un unique polynéme P de C, tel que

. C . . .
Soit { ]g Montrer que 1 est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2. (a) Soit f € C ; démontrer que Ja € R, Je € {-1,+1} / f(a) =<||f].
(b) Soit P un polyndme trigonométrique appartenant a C,, (n € IN*) et qui vérifie les relations R : |P|| =1 et
[1P']| = P'(0) et [[P]| > n.
2l

Soit alors le polynome trigonométrique S défini sur R par la relation S(xz) = —— sin(nz) — P(x).
n

i. Calculer S’(0) ; montrer que P”(0) = 0 et calculer S”(0).
ii. En évaluant S((2k + 1)%) pour k € [-1,2n — 1], prouver que S admet au moins 2n zéros dans
Iintervalle [0, 27].
ili. Montrer que la dérivée S’ admet au moins 2n zéros dans U'intervalle [0, 27].
iv. En déduire que S” admet au moins 2n + 1 zéros dans Uintervalle [0, 27].
v. Montrer que S” = 0.
Existe-t-il des polyndémes trigonométriques P vérifiant les relations R 7

(¢) Démontrer par absurde que Vn € N, VP € C,, ||P’|| < n||P| (cette relation est connue dans le milieu
sous le nom d’inégalité de Bernstein).



PARTIE II : Soit f une fonction donnée de C.
1. Montrer que la suite (d,,(f))nen est décroissante.
2. Montrer que Vn € N, 3P, € C,, / dn(f) = ||f — Pall-

3. Démontrer les inégalités suivantes:

1P{ — Byl < 2do(f)
Vi € ", [P, — Py, | < 4nd,(f).
4. Démontrer 'inégalité suivante:
Vk e N*, || Py — Pi|| < 422%@
2k71
En déduire Vk € IN*, ||P2'k|| <8 d,(f).
p=0
5. Déduire des résultats précédents que
2k71
Wk € N, V(z,y) € R?, |f(z) = F(y)] < 2dor () +8le —y| Y dp(f)
p=0

6. Soit « un réel donné, a €]0, 1].

(a) Soit (wy)nen+ la suite définie par Vn € N*, w,, =

"1

1
En comparant — a une intégrale, montrer que 3K € R, Vn € N*,
p

(b) Soit x et y deux réels distincts ; prouver que

|t —y| <1= 3IN € N, oNTT

w, < Knl™o.

(¢) Démontrer a partir des résultats précédents que si la suite (n®d,( f))nelN* est bornée, alors f vérifie la

propriété L, ; en d’autres termes, prouver 'implication suivante :

IM e R, Vn € N*, n%d,(f) < M =

3C € R, Y(z,y) € R?,|f(z) — f(y)| < C|z — y|* (on cherchera a majorer le rapport w en
r—y
séparant les deux cas | —y| > L et |z —y| < 1).
PARTIE II1
1. (a) Pour tout entier n de IN* et tout réel x différent de 2k7, démontrer les relations :
sin((2n + 1 Sin2(n%)
7+ZCOS]€ T ZSIH 2]{5 ):W
Ces relatlons se prolongent-elles par Contlnulte a R tout entier 7
sin?(n2)
(b) Pourn € IN*, et f € C, on considére les fonctions de C définies par les relations Vz €]0, 2x[, J,(z) = 27(302)
sin” (%
2

et Ve € R, K,(f)(x) w(t) dt.

f(az—I—t)

—T

Demontrer que J, et K, (f) sont des polyndmes trigonométriques de C,—1 (on établira que K, (f)(x)

f( )In(u = 2) du).

us

2. Pour n € IN*, soit u,, = / Jn(z) dz.

—T

(a) Calculer la valeur de u, (on utilisera IIT 1.b.).

(b) Dans cette derniére question, la fonction f de C a la propriété L.

*dn(f))nen+ est bornée.

Démontrer, en majorant ||f — —K,,(f)||, que la suite (n
Un



