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Les questions marquées d’un (*) sont facultatives

Probléme
Ug € R

Le but du probléme est d’étudier la suite réelle (u,,) définie par : e
Vn € IN, Up4+1 = ﬁ
n

(exp) o (fn), et ainsi u, = frn(ug)-

Un

Pour n € IN, on note f,, la fonction définie par fy = idgr et fr11 = 1
n

I. Préliminaires

1. Montrer que Vz > 3, ¢® > (z +1)?

x

2. (a) Etudier les variations de g, :  — — .

e
n+1
(b) En considérant gg et g1, comparer ug, ui, Us.
3. (a) Justifier que f, est dérivable sur R, et exprimer f/ en fonction des fr. En déduire que f,, est strictement
croissante.

(b) Montrer que pour n € IN*, f,, a une limite finie, qu’on notera «,, quand z end vers —co.
Donner une relation de récurrence définissant «,,.

(¢) Déterminer la limite de f,, en +o0.
(d) Déterminer I,, tel que f,, : R — I,, soit bijective.

(e) Montrer que f, ! est de classe C! sur I,,.

4. Rappel d’une définition : ’L’intervalle T est stable par Papplication ¢ si et seulement si o(I) C 1.

1
Pour quels couples (p, M) € IN* x R T'intervalle | — oo, M] est-il stable par —exp ?
p

II. Variations et convergence de (u,).

1. (a) Montrer que up = Upy1 = Upt1 > Upt2
(b) Montrer que la suite (u,,) est soit strictement croissante, soit strictement décroissante a partir d’un certain
rang.

(¢) Quelles sont les éventuelles limites possibles de (uy,) ?

2. En donnant des valeurs approchées de aj et ay, justifier Pexistence d'un ug € R tel que (u,,) n’est pas croissante.

Dans la suite du probléme on note C ’ensemble des ug € R tels que (u,) converge, et on note D le
complémentaire de C dans R : D = R\C

3. (a) Montrer que C n’est pas vide. Vérifier a la calculatrice que ug = 0, 31 est dans C' (on veut voir les différents
résultats numériques).
1

1
(b) Siwug € C, que vaut limu,, ? Montrer que u,, = — + o(—)
n n

(¢) Montrer que («,) converge, et donner sa limite.
(*) Donner un développement limité de w,, d’ordre 3.



4. (a) On suppose que (uy,) est croissante. Montrer que ug € D.

(
(

(¢) A laide de f3, montrer que D n’est pas vide. Montrer que ug = 0,32 est dans D.

b) Montrer que pour p > 3, up = p = uUpy1 = p+ 1.

5. (*) (a) On suppose qu'il existe p > 3 tel que u, > p. Montrer que n = o(uy,).
(b) Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :
(@) =3, up=2p
(b) Vk, ¢ € N, u, >> ep(n+q) ol ey = expoexpo... oexp (k termes avec k > 1) et eg = idgr

6. (*) Montrer que C et D sont des intervalles de R, et qu’il existe 8 € R a la fois borne supérieure de C et borne
inférieure de D.

7. (*) (a) Donner un encadrement de g
(b) A TI'aide d’une suite (uo(p))pen d’éléments de D convergeant vers 3 et des suites (u,(p)) associées, montrer
que B € D.

Exercice

1\" .
1. Soit u, = (1 + 2) — 1. Etudier la nature de la série E Up,
n
n>1
1

2. Discuter selon la valeur du réel « la convergence de la série Z ﬁ
n(lnn)®

n>2



