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PROBLEME A

Définitions et notations : on désigne par 2 1’ensemble des nombres premiers : & = {2,3,5,7,11, - }.
Si n et p sont deux entiers naturels, on note n | p lorsque n divise p.

On désigne par .#3(R) I’ensemble des matrices carrées de taille 3 4 coefficients réels. On note /3 la matrice
identité de .#3(R).
*

*
SiM = b | € #3(R), le réel a+ b+c est appelé trace de M et noté tr(M).
® £

* %

Les pariics de ce probleéme sont dépendantes mais le candidat pourra admettre les résultats qui y sont
montrés pour aborder une partie suivante.

Théoreme de Fermat

./D Suit p € 2 et soit k entier avec | < k < p— 1. Montrer que :
p p=1
k —_—
I
)
Pl\a

VaeN, Vpe 2, p | (a —a)

et en déduire que :

:'L) Montrer que :

On pourra raisonner par récurrence sur a.
On note, pour M dans .#3(R), det(M) le déterminantde M+ ...Nloalaer. que si M est & coefficients entiers,
det(M) cst un entier.

" Montrer que les matrices M de .#3(R) i coefficients entiers qui vérifient

Vp € &, p | det(M”)

sont exactement les matrices non inversibles a coefficients entiers.

Etude d’un ensemble de matrices

On note .« 'ensemble :

a 0 0
af={|& b =], (a,b,c) € R?}
0 —c b

'4)  Montrer que &7 est un R-espace vectoriel. Quelle est la dimension de cet espace ?
5) Muntrer que &/ est un anneau commutatif,

-2 0 0
Dans la suite de ce probléme, on désigne par M la matrice:M=| 0 1 |
g =11

9 Justifier que (l;;,M.Mz) est une base de «.
:,3-) Exprimer M? en fonction de /5 et M.



T Etude du ndyau.

3 Soit P(X) un polynéme non nul de degré p tel que : 2p < n. Montrer que f{P(X)) est non
nul.

. z@ Soit P(X) un polyndme. Montrer qu’il appartient au noyau de /'si et seulement si il existe un
polyndme R(X) de degré strictement inférieur & n tel que : P(X %) = RUO(1-XT(X)).
/w En déduire que si P(X) est un élément du noyau de f'alors il appartient & C,[X].
Ay Déduire de la question igque pour tout élément P du noyau de / et que pour tout k de N
tel que deg (P(X))+k < n alors X ‘p (X) appartient au noyau de /.
'9 On suppose dans cette question que le noyau de f n’est pas réduit au polyndme nul. Soit /

I’ensemble des entiers naturels & tel qu’il existe un polynéme du noyau de /' qui a pour
degré k.

a) Montrer que / posséde un plus petit élément 4.

b) Soit Py(X) un polyndme du noyau ayant pour degré d. Soit P(X) un autre polynome du
noyau ayant pour degré d. Montrer qu’il existe ¢ de C tel que Pi(X) = ¢Py(X).

¢) Montrer qu'un polyndme P(X) appartient au noyau de f si et seulement s’il existe un
polynéme S(X) de degré inférieur ou égal a n-d tel que P(X) = S(X)Py(X).

@ On suppose dans cette question que T(X) = X*+X?-1. Donner le noyau de f.
IV Etude d’un produit scalaire.

Dans cette partie on prendra 7(X) = X * et on considérera g = f; la restriction de /a Ry[X].
As) Montrer que g est bien un endomorphisme de I"espace vectoriel réel (R[X], -+, .). Donner
sa matrice A sur la base canonique de R[X].
Aﬂ Soit <., .> définie sur R,[X] ? & valeurs dans R par :
v (U(X), UX))eR[XT?, <U(X), (X)> = U< 1)U (Dx V' (1) HU" (1)x P (1).
(Ou U'(X) et ¥'(X) sont les fonctions polynémes dérivées de U(X) et M(X) et U"(X) et
V" (X) sont les fonctions polyndmes dérivées secondes de Uet V. )
Montrer que <., . > est un produit scalaire sur (R,[.X], +, .).
AE Montrer que la matrice 4 de g sur la base canonique est une matrice orthogonale. (C’est-a-
dire Ax'A=I; oli ‘A est la matrice transposée de A et /3 la matrice identité. )

Ap L’application g est-elle une isométrie vectorielle pour le produit scalaire < ., . >?
On pourra calculer < 1, 1> et <g(l1), g(1)>.




Probléme 2.
On notera C[.X] ’ensemble des polyndmes a coefficients complexes et C,[X] I'ensemble des
polynémes de C[X] de degré inférieur ou égal  n ol n est un entier naturel non nul. On note
R,[X] I’ensemble des polyndmes & coefficients réels de degré inférieur ou €gal a 2. On
confondra polynéme et fonction polynéme. On notera deg(P(X)) le degré d’un polyndme

PX). | N B R o , , )

R ———— [ Définition d’une application.

Soit # un entier naturel non nul fixé pour toute la suite du probléme. Seit 71

polynéme fixé de C[X] de degré n. Soit f* 'application définie sur C[X] qui a tout P(X) de
C|X] associe Q(X)+XR(X) ou Q(k) et R(X) sont respectivement le quotlent et le reste de la

division euclidienne de P(X*) par T(X). ( On a donc P(X?) = Q) T(X)+R(X) avec

deg(R(X)) < deg(T(X))). On notera f, la restriction de fa C,[X].

j) Montrer que fest une application linéaire.

) Montrer que f; est un endomorphisme de I’espace vectoriel (C,[X], +, .).

) Dans cette question uniquement n = 2 et 7(X) = X,

a) Donner la matrlceA de f> sur la base canonique (I, X, XY

b) Calculer A % En déduire que f est bijective et donner son application réciproque. En
déduire la nature de f>.

{) Dans cette question uniquement n=2 et T(X)= (X=1-i)(X+i). Donner |'image du
polyndme U(X) = X *+(1-2{)X-2i par I'application f.

11 Etude d’un cas particulier.

Soit @ un complexe fixé. Dans cette partic uniquement, n =3 et 7(X) =X +X ta.

J Montrer que f3 a pour matrice sur la base canonique (I, X, X% x%Y de GX):
b 0 =l =]
1 0 a+l l+a+a?

B=
0 0 -a =-a-l
0 1 l 2a+2
- 6)_ Caleuler le déterminant de,]? L - T
y Donner les valeurs de a pour lesquelles f3 n’est pas bijective.

ﬂ Dans cette question a =—1.

a) Donner une base de ker /3, le noyau de f5.

b) Donner une base de Im f3, ’'image de /5.

¢) Le noyau et I’image de f3 sont-ils supplémentaires ?



e
Etude d’une suite

Dans ce.(¢ partie, on désigne par u la suite définie par:
iy = 3, ) =0, uy =4, Vn €N, up3 = 2,4 — 4y

On se propose de montrer que Vp € 22, p | u,,.

a 0 0
Onposc.pourk € NN M= 0 by ¢
0 —& bk

9) Justifier, pour k € N, I’existence de ay, by, et ¢.

9] Trouver une relation de récurrence vérifiée par la suite (ay) seule et deux relations de récurrence liant
les suites (by) et (k).

Ag B déduire, pour k dans N, a; en fonction de .
A4} Puur k € N, on appelle z le nombre complexe z = by + icy avec i* = —1.
Exprimer 74 en fonction de 7, En delduire ume ex pesseon de by on fonchon e .
AQ Retrouver ce dernier résultat en trouvant une relation de récurrence vérifiée par la suite (by).
@ Justifier que :

VneN., uy, = tr(M")
49 Montrer que :

Vpe 2, p | up

Etude d’un coefficient

Dans celte partie, on pose ¢; = (1,2, —1), e2 =(2,1,0) et ez = (—1,1,2).

On munit R? de son produit scalaire usuel :
siX = (v.y,2) et X = (¥',y,7') sont dans R?, on pose (X |X') = xx' + yy' +27.
Si u est un endomorphisme de R, on pose c(u) = (u(er)ler) + (u(ea)|e2) + (ules)

.4_9 Montrer que (e1,e2,¢3) est une base de R notée 4.

€3).

Jusqu’a la fin de ce probléme, u désigne un endomorphisme de [R3, dont la matrice dans la base 48 est :

Ar 00
diag(A). h,43) = 0 A O
0 0 A

oll Ay, 4» et A3 sont des entiers naturels.

A6) Que vaut e(u) et plus généralement ¢(u¥) pour k € N?

A3} On suppose que :
: Vip € P, p|e(u”)

En utilisant la question montrer que & est.nul.
‘ q



