DS n°5 :mercredi 17 décembre 2014 (durée 4 heures)

Toute calculatrice interdite
Rappel : Bien traiter quelques questions rapporte des points, les bacler toutes n’en rapporte aucun.
Probléme 1 : Série de fonctions

Dans tout le probleme, a est un réel fizé.
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1. Déterminer selon les valeurs de «a la nature de la série de terme général u,, = Tz
n
* o . n“x
2. Pour n € IN*, on définit la fonction f,, : R — Rz — fo(z) = ——.
1+ n2x2
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(a) Montrer que Vo € RY, mna < folz) < =no2

(b) Etudier les variations de f,

SH

+oo
Lorsque la série de terme général f, (x) converge, on pose @, (z) = Z ().
n=1

(c) Préciser, selon la valeur de a, I’ensemble D, de définition de ®,,.

(d) Montrer que ®,, est une application impaire.

(e) Montrer que si « < 1, alors il existe une constante A (qui dépend de «) telle que

., Az A
VLEER_i_, WS@Q(JZ)SE
En déduire la valeur de lim @, (x).

xr——+00

Désormais, dans toute la suite du probléme, on suppose v < 1 .
3. On suppose dans cette question a < 0.

(a) Prouver la convergence normale sur R de la série de fonctions de terme général f,(x).
Qu’en déduit-on quant & la continuité de @7

1 +o0o
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(b) Montrer que / D, (t)dt = Z —n®21n(1 + n?).
0 n=1 2

4. On suppose dans cette question 0 < a < 1.

(a) Montrer que pour tout A > 0, la série de fonctions de terme général f,(z) converge normalement sur
[A, 4o0l.
Etudier la continuité de ®, sur R*.
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(b) Montrer que VN €N s (I)a(ﬁ) > N. 521 m
(¢) Etudier le membre de droite de I'inégalité précédente et en déduire la discontinuité de ®,, en 0.

(d) La série de fonctions de terme général f,(z) converge-t-elle uniformément sur R, 7
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5. De l'étude de la fonction h : [0, +oo[— Rt — h(t) = aror déduire les variations de f/ sur [0, 4o0].

Montrer que ®,, est dérivable sur R* et décroissante sur [1, +00].

Soit B I'espace vectoriel réel des fonctions bornées de R dans R, normé par || f||,, = sup |f(z)|.
z€R



6. (a) Montrer que Vn € IN*, f,, € B.
Calculer || fp || -

(b) Déterminer 'ensemble A des valeurs de « pour lesquelles la série de terme général f,, est absolument
convergente dans ’espace B.

(c) Déterminer I'ensemble A’ des valeurs de « pour lesquelles la série de terme général f,, est convergente dans

I’espace B.
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7. Pour chaque o € A, on considére la somme de la série &, = Z fn, ce qui définit une fonction ® de A dans B
n=1
par Yo € A, ®(a) = P,.
Montrer que ’application ® est continue sur A (on prouvera que VA > 0, ® est lipschitzienne sur I =] —o0, —A]).

Probléme 2 : Une norme

On note B 'espace vectoriel des suites (x,)nen bornées de nombres réels. On munit B de la norme sup définie par
l|z|| = Sup |z,| (Attention, il ne s’agit pas du méme espace B que dans le probléme 1)
nelN

1. Soit x € B. Montrer que pour tout réel ¢ € [0,1] la série de terme général u, ,(t) = x,t"(1 — t) converge. On
note g, (t) sa somme :

+oo
go(t) =) wnt™(1—1)
n=0

2. (a) Montrer que, pour x € B, la fonction g, est bornée sur [0, 1]
“+00
(b) Pour x € B, montrer que pour p € IN fixé, Z x,t" est négligeable devant t? quand ¢ tend vers 0.
n=p+1
9z (1)
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En déduire un développement limité au voisinage de 0, & l'ordre p, de

3. (a) Pour z € B, on note v(xz) = Sup |g,(t)|. Montrer que v est une norme sur B.
te(0,1]
(b) Calculer v(z) lorsque :
2
i. Vne N, x, :cos%
ii. = est définie par : pour p € IN fixé, z, =1 et Vn € I, tel que n # p, alors =, = 0.

4. Les normes v et || . || sont-elles équivalentes ?
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5. Soit x € B, on lui associe la suite y = f(x) définie par : Vn € N, y,, = on Z ( >$k~
k=0
(a) Vérifer que y € B.
(b) Montrer que f est injective et linéaire.

(¢) Etudier la continuité de f pour la norme || . ||.
t
(d) On admet que pour = € B,Vt € [0,1], g,(t) = g (2—15)
Comparer v(y) et v(x).

(e) Justifier que f est une bijection de B sur f(B) et que sa réciproque est continue pour la norme v.

2p)! .

&. Etudier le comportement
22p(pl)?

de ||y|| quand p tend vers +occ et en déduire que f~! n’est pas continue def(B) sur B pour || . ||.

(g) Siz est la suite (r"),en avec r € R, calculer y = f(x). En déduire que f(B) C B

(f) Siz est la suite définie au 3.b.ii., calculer y = f(x) et montrer que ||y|| =



