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Sujet plus dur

Transformation de Laplace

Les fonctions utilisées dans ce problème sont continues sur [0,+∞[ à valeurs réelles ou complexes.
Soit f une telle fonction. Pour s ∈ C, si le symbole

∫ +∞
0

f(t)e−stdt a un sens, on note L(f)(s) =
∫ +∞
0

f(t)e−stdt.
L(f) est la transformée de Laplace de f .

I) Définition et étude de L(f)
On suppose que f vérifie la propriété suivante : il existe α ∈ R tel que la fonction t→ f(t)e−αt est bornée sur [0,+∞[.
on note A(f) = {α ∈ R/ t→ f(t)e−αt est bornée sur [0,+∞[ }.

1. (a) Montrer que A(f) est un intervalle non majoré de R. On note α(f) sa borne inférieure : α(f) ∈ R∪{−∞}.
(b) Montrer que α(f) peut-être fini ou infini.

Montrer que si α(f) ∈ R, alors α(f) peut-être dans A(f) ou non.

2. (a) Soit s ∈ R avec s > α(f). Montrer que lim
t→+∞

f(t)e−st = 0

(b) Montrer que pour tout s ∈ C tel que Re(s) > α(f), alors la fonction t→ f(t)e−st est intégrable sur [0,+∞[

(c) L(f) est-elle définie en s = α(f) si ( α(f) ∈ R et α(f) ∈ A(f) ) ?
(d) Que vaut α(f) si f est une fonction polynomiale non nulle ?

Calculer L(u) où u est la fonction définie par u(t) = t.
(e) Soit γ ∈ C. On définit eγ : t→ eγt. Que vaut α(eγ) ? Calculer L(eγ).

3. (a) Montrer que L(f) est continue sur ]α(f),+∞[ ; Montrer que L(f) est continue sur
Λ = {s ∈ C/ Re(s) > α(f)}

Dans toute la suite, on se limite à s ∈ R
(b) Étudier la limite de L(f)(s) quand s tend vers +∞.

4. (a) Pour n ∈ N, unf : t→ tnf(t). Montrer que α(unf) = α(f).
(b) Montrer que L(f) est de classe c∞ sur ]α(f),+∞[ et que pour tout n ∈ N, Dn(L(f)) = (−1)nL(unf)

Dans la suite, pour α ∈ R, on note Fα l’ensemble des f : [0,+∞[→ C continues sur [0,+∞[ et telles que
α(f) existe, α(f) 6 α. On note aussi C∞α l’espace des fonctions C∞ sur ]α, α(f)[ à valeurs dans C.
Fα est un C-espace vectoriel et L une application linéaire de Fα dans C∞α

5. Soit α ∈ R. on note Eα l’espace vectoriel engendré par les fonctions du type t→ eγtP (t) où γ ∈ C avecRe(γ) 6 α
et P une fonction polynomiale.

(a) Vérifier que Eα ⊂ Fα, que Eα est stable par dérivation et par la multiplication par eω où Re(ω) 6 0.
(b) Déterminer L(eγu

r) où r ∈ N et Re(γ) 6 α.
(c) Montrer que si P est une fonction polynomiale, alors R = L(eγP ) est une fonction rationnelle. Quels en

sont ses pôles ?



(d) On suppose que ∀s ∈]α,+∞[, R(s) = 0. Montrer que R = 0 puis que P = 0.

(e) Montrer que la restriction de L à Eα est injective.

6. (a) On suppose que f est de classe C1 sur [0,+∞[ et que f et f ′ sont dans un même Eα. Montrer que
∀s > α, L(f ′)(s) = sL(f)(s)− f(0)

(b) Donner une généralisation pour f de classe Cp sur [0,+∞[. On donnera les hypothèses utiles avec précision.

(c) Sous les hypothèses du a. , étudier la limite de sL(f)(s) quand s tend vers +∞.

7. (a) On suppose que α(f) = 0 et que f est intégrable sur [0,+∞[. Étudier la limite de L(f) en O+.

(b) Généraliser ce résultat au cas où α(f) est un réel quelconque.

II) Application à la résolution d’un système différentiel
On se propose de trouver le couple (y1, y2) de fonctions de la variable t, solution sur [0,+∞[ du système différentiel :

(S)

{
y′1 + y′2 = y1 − y2 + 3e2t

y′′1 + y′2 = 2e2t
et qui vérifie les conditions initiales : y1(0) = 0, y′1(0) = −1, y2(0) = 1

1. Supposons qu’il existe un réel α tel que y1, y2 et leurs dérivées y′1, y′2, y′′1 ansi que e2 soient dans Fα, et posons
: Y1 = L(y1) , Y2 = L(y2).

(a) Former alors le système linéaire S∗ vérifié par Y1(s) et Y2(s) où s est un nombre réel de l’intervalle ]α,+∞[.

(b) Résoudre le système précédent S∗

2. (a) Prouver qu’il existe α tel que les deux fonctions Y1 et Y2 trouvées précédemment soient les images par L
de deux fonctions de Eα.

(b) Justifier alors l’hypothèse faite au paragraphe II.1. et donner sous forme complexe, puis sous forme réelle,
les expressions d’un couple (y1, y2) solution sur [0,+∞[ du système (S) vérifiant les conditions initiales.


