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A rendre mercredi 11 février 2015

Transformée de Laplace

Sujet normal

On convient dans ce probléme d’identifier les fonctions polynoémes aux polyndmes qui leur correspondent

Partie I. Préliminaire
1—(1—a)"

Soit n € IN. On définit la fonction f de ]0,1] dans R par : f(x) =
x

1. Montrer que f est intégrable sur ]0, 1]

2. Montrer que la fonction f est une fonction polynéme élément de R,,—1[X], et donner son expression dans la base
canonique de R,,_1[X]

3. Montrer que la famille (1,(X —1),(X —1)2,..., (X — 1)""1) est une base de R,,_1[X], et donner I'expression de
f dans cette base.

1 n o (_1)p—1(™ 1
4. Calculer de 2 fagons différentes 'intégrale I = / f(t)dt. En déduire que Z )p(p) = Z ];
0

p=1
Partie II. Transformée de Laplace
Soit E I’ensemble des fonctions f élément de C(]0,4o00[, C) telles que :
e pour tout a strictement positif, f est intégrable sur ]0, a] et
e & chaque fonction f on peut associer A € R%, € R et n € IN tels que Vo € [A, +oo, |f(x)| < Ba™.
1. Montrer que la fonction In est élément de E.
2. Montrer que E est un espace vectoriel sur C.

3. Soit z > 0 et f € E. Montrer que la fonction ¢, définie sur |0, +oo[ par ¢, (t) = f(t)e " est intégrable sur
10, 4+o0].
On appelle alors transformée de Laplace de f la fonction notée L(f) définie sur ]0, +oo[ par

+oo
L(f)() = / f(tye=tdt

4. Montrer que L est une application linéaire sur F.
5. On note F; le sous ensemble de E formé par les applications f de classe C* et telles que [ et f” appartiennent
a k.
. o sint . N
(a) Montrer que la fonction g définie par : ¥Vt > 0, g(t) = — appartient a Fj.
(b) Montrer que Vf € Ey, Vo > 0, L(f')(x) = —f(0) + 2L(f)(z) et L(f")(z) = —f'(0) — x£(0) + 22L(f)(x).

6. Soit k € IN. Montrer que fj définie de RY dans R par fi(t) = tF est éléement de E.
Déterminer L(f).

e—m/t

7

7. Soit > 0 On note g, la fonction définie sur ]0, +oo[ par ¢,(t) =

(a) Montrer que g, € E.
Soit b > 0. On note I I'application définie sur ]0,4o0[ par I(x) = L(g.)(b).



I1I1.

. Montrer que la fonction g définie sur |0, +oo[ par g(t) = e *Int est intégrable sur |0, +o00|

. Soit w un réel et h,, Papplication définie de |0, 400 dans C par h,(t) = e

(b) Montrer que I est une application continue sur |0, +oo[ prolongeable par continuité en 0. on note encore I

N

“+ oo
cette fonction prolongée. Calculer I(0) (rappel / e dy = 7)
0

(c) Montrer que I est de classe C! sur |0, +o0o[ et que pour tout = > 0, I'(z) = —/ —I(x).
x

(d) En déduire I(z) pour x > 0.

iwt

(a) Montrer que h,, est un élément de E.

(b) Calculer L(hy,).
En déduire les transformées de Laplace des fonctions définies de ]0, +o00[ dans R par cos,,(t) = cos(wt) et
sing, (t) = sin(wt).

Transformée de Laplace de la fonction In

. Soit (un)nen+ la suite de fonctions définies de |0, +o00[ dans R par :

Vn € N*) u,(z) = (1 — E)" In(z) pour z €]0,n[ et uy(x) =0siz >n
n

Montrer que Vz > 0,Vn € IN*, 0 < |u,(2)] < e [ln(x)].

+oo
. Montrer que/ e *In(z)xr = lim Up, (z)dx
0

n—-+o0o 0

t

. Soit n € IN. On note J,, = / (1 - ) In(t)dt.
0

n

1
(a) Soit p € IN. Justifier 'existence de l'intégrale / uP In(nu)du et la calculer.
0

n

1
(b) Exprimer J,, en fonction de la suite (wy,)nen+ définie par w, = Z — —In(n)
p
p=1
+oo
. En déduire la valeur de e "In(z)dz en fonction de la constante d’Euler (on rappelle que la constante

0
d’Euler notée v et la limite de la suite (wy,)

. Montrer que la transformée de Laplace de In est définie sur ]0, +o0[ et calculer sa transformée de Laplace.



