DM n°5

A rendre mercredi 12 novembre 2014

Polynoémes trigonométriques

On note U,, ensemble des polynomes de C[X] de degré n et normalisés, c’est a dire dont le coefficient du terme de

plus haut degré est 1.

On appelle polynome trigonométrique toute application f : R — C telle qu’il existe N € N et (c_n,c—N41, --yCN) €
N

C2N+1L tels que VO € R, f(0) = Z cxe™* (les ¢, sont donc indépendants de ).

k=—N

Lorsque f n’est pas le polyndome trigonométrique nul, on pourra supposer (c_n,cn) # (0,0).
On note enfin d; ; le symbole de Kronecker défini par §; ; = 1 et pour ¢ # 5, §; ; = 0.

Petit préliminaire

Pour P € C[X], on pose ||P|| = sup{|P(x)|/x € [-1;1]}. Vérifier qu'on définit ainsi une norme sur C[X].
Dans toute la suite du probléme, C[X] sera muni de cette norme.

Partie I

N
Soit f un polynome trigonométrique : f(0) = Z crpe't?.
k=—N

1 (" 1 (" ;
. Montrer que Vm € Z, 2—/ em0dp = Om,0 ; en déduire que by f(@)e ™0do = ¢,
T ™

—T

En déduire 'unicité de l’écriture d’un polynéme trigonométrique (i.e. l'unicité de 'entier N et de la suite
(c—Ny-ryen) avec (c_py,cn) # (0,0)).

. Montrer que V0 € R, f(0) e R < Vk € [[0,N]], c—x = .

. Montrer qu'il existe un unique P € C[X] tel que V0 € R, f(0) = e~ N0 P(e??).

Exprimer les coefficients de P & 'aide des ¢ : on notera P = Zquj. Quel est le degré de P sicy #0 7

J
Dans tout le reste du probléme, on supposera f a valeurs dans R, et f non nul.

. Montrer que P(0) # 0 et vérifier que Vk € [[0,2N]], uey— = Ug.
En exprimant P(1/Z) en fonction de P(z), en déduire que si zp est une racine de P de multiplicité m, alors 1/Zg
est aussi racine de P de multiplicité m.

. Soit By € R tel que €% est une racine de P de multiplicité m.
(a) Montrer qu’il existe une application continue g : R — R vérifiant
0—6 "
g(0o) #0 et VO € R, f(0) = (sin ( 5 °>) 9(6).

(b) Montrer que si de plus f est a valeurs réelles positives, alors m est pair.

On suppose désormais f a valeurs réelles positives.

(a) Montrer qu’on peut factoriser P sous la forme P(X) = cA(X)B(X) ou

e ¢ est une constante complexe non nulle,

P
e A est soit le polynome 1, soit un polynéme du type A = H (X - ew"‘)za’“, les 0, étant des réels distincts

k=1
modulo 27 et les «; des entiers naturels.

q B
1
e B est le polynome 1 ou un polyndéme du type B = H ((X —zp)(X — )) , les z;, étant des com-
2k
k=1
plexes de modules strictement inférieurs a 1, les zj distincts et les 55 des entiers naturels.



Que vaut la somme de tous les ay et B 7

(b) En déduire l existence d’un polynome @ € C[X], de degré inférieur ou égal a N tel que

2

v e R, f(0) =|Q(e") |
on pourra remarquer que V0 € R, (e¥—z;)(e?——) = —— |e zk|2 et (€0 —ei%)2 = —e0eifk |10 _ ci0k
Zk Zk
Partie II

Soit (T )nen la suite de polyndomes définie par Tp =1, Ty = X, T41 =2XT,, — Ty (n>1).

1. Montrer que pour tout n € IN, T, est un polynoéme de degré n. Quel est le coefficient de X™ de T;, ?
1
Montrer que V60 € R, T, (cosd) = cos(nf) et calculer H —T||-

km
2. Soit n € IN*. pour k dans IN et 0 < k£ < n, on pose x; = cos —.
n

On remarquera que —1 =z, < xp_1 < ... <x1 <20 =1

1
(a) Soit P un polyndéme de R(X| normalisé de degré n. on suppose que || P]| T
1
Q= on—1 ——T,,— P s’annule sur chaque intervalle |z;41, z;[, avec 0 < j < n—1. En déduire une contradiction.
1
(b) Montrer que pour P € Uy, [|P|| > 5—.

On traitera successivement le cas P réel, puis P complexe en séparant les parties réelles et imaginaires.

1
(¢) Montrer que Inf{ ||P||/P € U,} = ST
3. Soit f(0 Z cre™ un polynome trigonométrique non nul & valeurs réelles positives.

a) Montrer qu'il existe un unique (2N + 1)—uplet (ag, a1, b1, ...,an, by) € R2VH! tel que
q q p b ) b b b q

N
VO eR, f(f)=ao+ z:(a;€ cos kB + by, sin k0).
k=1
(b) On sait qu’il existe un polynéme @ € C[X] tel que V8 € R, f(6 ’Q i) ‘
N N
Soit @ = Z a, X" un tel polynéme. Montrer que ay — iby = 2agay et ag = Z \ak|2. En déduire que
k=0 k=0
a% + b3 < dd.
N
4. Un cas particulier : Soit @ € C[X] tel que Q(X Zaka ou NeN*et g =any =1et
k=0
N
f(0) = |Q(e)? = ap + Z(ak cos k + by, sin k).
k=1

On pose M(Q) = Sup{ [Q(e)|/ 0 € R}.

(a) Que deviennent les relations du I1.3.b ?

2

(b) Montrer en utilisant une intégration que (M(Q))* = ao.

(c) En réutilisant 11.3.b. pour g : § — M(Q)? — f(6), montrer que M(Q) > 2 avec égalité si et seulement si
ol =0 = ... = QON_-1 =0.

1 1 1
5. Soit A € U, avec n € IN* et ||4]| = 1 On considére la polynéme Q = 2"X"A (2(X + X))

(a) Donner le degré de @, son terme constant et son terme de plus haut degré.
1

(b) Soit z € C* et 6 € R tels que 2cosf = 2 + 1/z. Montrer que Vm € Z, 2cos(mf) = 2" + —.
z

)
)
(¢) Calculer M(Q). En déduire que Q(X) = X" + 1.

)

1
(d) Montrer que A = 2"7*1T n. Conclusion ?



