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Toure coluilalrice inrendibe

Exernciee T

a et b étant deux fonctions continues sur R, on note I’équation différentielle
(B): z*y"+a(z)y +b(z)y=0.

On note S* I’espace vectoriel des solutions de (E) sur lintervalle I = ]0,+oo[ et S~ l'espace
vectoriel des solutions de (E) sur l'intervalle J = ]—o00,0[ .

L’objectif de cet exercice est d’étudier la dimension de ’espace vectoriel S des fonctions y de
classe C? sur R vérifiant (E) sur R tout entier.

II.1. Donner la dimension des espaces vectoriels S* et S™.

I1.2. On note ¢ 'application linéaire de S vers S* x S~ définie par ¢(f) = (f1, fs) ot fi

désigne la restriction de la fonction f A l'intervalle I et f; désigne la restriction de la
fonction f a I'intervalle J. '

Donner le noyau de l'application ¢ et en déduire que dim S < 4.
I1.3. Dans cette question, on considére a(z) = z et b(z) = 0, d’ou

(E): z%"+zy' =0.

Déterminer St et S~
Déterminer ensuite S et donner sans détails la dimension de S.
I1.4. Dans cette question (E) : z%y” — 6zy’ + 12y = 0.
Déterminer deux solutions sur I de cette équation de la forme z — z* (a réel).
En déduire S* puis S~
Déterminer S et donner la dimension de S.

I1.5. Donner un exemple d’équation différentielle du type (E) : %y" + a(z)y’ + b(z)y = 0 tel
que dim S = 0 (on détaillera).

On pourra, par exemple, s’inspirer de la question précédente.
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Exericice IIV

Soient les fonctions f : R* — R de classe ¥ telles que : V(z,y) €R?, f(z,y) # 0, ainsi que I'équation :-
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(b) En déduire que les solutions de (&) ne s’annulant pas sont exactement les fonctions de la
forme (z,y) — @(x) ¥(y), ol » et 1 sont des fonctions de classe €2 sur R ne s’annulant
pas. Pour une telle solution f de (&), y-a-t-il unicité du couple (o, ) 7

c) Soient g et h deux fonctions de classe €2 de R dans R* et telles que g(0) = A(0).

Montrer qu'il existe une et une seule solution f de (&) ne s’annulant pas et telle que :
Vz €R, f(z,0) =g(z) et Yy €R, f(0,y) = h(y).

2. Dans cette question, f désigne une solution de & sur R2, strictement positive.
(a) Montrer que f présente en (zo,yo) un maximum local si et seulement si les fonctions

z  f(z,y0) et y = f(z,y0) présentent respectivement en g et en Yo un maximum local.

(b) En déduire que 'ensemble des points de R? ou f présente un maximum local est de la forme

3. Soit maintenant la fonction F : R? — R définie par : V(z,y) € R?, F(z,y) = (zy)® + |zy]3.
(a) Montrer que F est de classe €2 sur R?. (On pourra écrire F' comme une composée).
(b) Démontrer que F vérifie I’équation (&).
(c) Montrer qu'il n’existe. pas de fonctions ®, ¥ de R dans R telles que :

A x B, ol A et B sont deux parties de R & précider.

1

V(z,y) € R?, F(z,y) = p(z) ¥(y).

Exencice T

On considére I'équation différentielle -

¥'(2) = 3iy'(2) + (¢ - 2)y(z) = 0 (&)

ou y représente une fonction de R a valeurs dans C de classe C? sur R.

1°. (&) Montrer que I'ensemble des solutions de I'équation (€) définies sur R et
2m-périodiques forme un C-espace vectoriel que I'on notera Sox- -

(b) Etablir qu'une solution i de 'équation (&) est Zn-pétiodique si et seulement si :
0(0) = p(27) et '(0) = o'(2r).

2°. (@) Soit f une solution ?w-périodique de I'équation (£). Démontrer que la série de
Fourier de f converge vers [ en précisant le mode de convergence (on énoncera
avec précision le théoréme utilisé).

{b) Soit  une solution 2m-péniodique de ’équation {€) définie par :

p(z)= 3 e

k=—00
(i) Déterminer une relation de récurrence liant Ck .y et .
(ii) En déduire que : V& < 1, ¢; = 0. .
(iii) Exprimer c; en fonction de & et de C2, pour tout & > 2.

3°. Démontrer que l'espace vectoriel Syx N'est pas réduit a la fonction nulle et déterminer
sa dimension. Toutes les solutions de I'équation (€) sont-elles 2r-périodiques?

4°. On considére la solution ¢ obteuue ci-dessus en posant ¢; = 1 et on note y, sa partie
réelle et ¢, sa partie imaginaire (P =@ +ip,).

(a) Montrer que g, et ¢, sont respectivement paire et impaire.

(b) Montrer que ¢,(0) > 0.

(c) Etablir que @, change de signe au moins quatre fois sur [0, 2| en déterminant
(a,3,7) tels que :

D<B<y<2ret gla) < 0.01(8) > 0.n(7) < 0.



