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ATI PROBLEME :
On désigne par :
F : l'espace vectoriel réel des applications de 0, +o[ dans R.
E : le sous-espace vectoriel de F constitué des applications polyndmiales.
: le sous-espace vectoriel de E des applications polyndmiales de degré < n.

T : £ T(f) I'endomorphisme de F, ou T(f) désigne I'élément de F défini par
Vxelo,+of T (x) = flx+1) - fx).

Les éléments de E peuvent aussi étre considérés comme des polyndmes.

PARTIE

1. Montrer que E est stable par T. On note alors A I'endomorphisme de E induit par T.
Pour P €E, calculer le degré de A(P) en fonction du degré de P.

2. Prouver que le noyau de A est égal & E;,.
3. Montrer que A admet une unique valeur propre. Quel est le sous-espace propre associé ?
4. SoitneWN",
a) Montrer que limage par Ade E, est égale d E, ;.
b) Etablir que si I'on se donne un élément Q de Ey_, alors il existe un unique élément P
deE, telque: Q=A(P) et : P(0) = 0
5. Applications numériques. -

2) Déterminer A < E3 de sorte que : Vx €]0,+a0[ , A(x+1)~A(x)=x2 et A(0)=0,

n
En déduire la valeur de : S;(n)= Y, kz, pourne N*,
k=1

b) Déterminer B €E, de sorte que : Vx €]0,+w , B(x+1)-B(x)= x> et B(0)=0.
. :
En déduire la valeur de : S3(n)= ¥ k>, pourne N*,
k=1
PARTIE II

I. Etude de linjectivité de T
Pour n € IN, on note f,, I'éiément de F défini par : Vx €0, +oo[ , f,(x) = cos(27mnx).
a) Vérifierque: Vne N f; e KerT.
b) Démontrer que la famille (f;) _ est libre dans F.

neN
c) KerT est-il de dimension finie 7




2 Buxde de la wudiectivité de T
a) On se donne un élément g de F et une fonction réelle @ définie sur J0,1}
Prouver quil existe un et un seul élément f de F tel que : ¥xe J0,]] fx)=o(k)
etaT)=g

b) T est-elle surjective ?
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Soit A un réel quelconque et F(A) = {f ¢ F / T(f) = Af}. .
a) Démontrer qu‘i! existe un elémlmt fde F(JL) tel que : ¥x €]0,1] fx)=1.

b) Quelles sont_-les vale.urs propres de T ?
3 e
PARTIE 1l ;
1. Soit a un réel quelcunqﬁe On se propose de montrer quiil existe un unique élément f, de
F venﬁant Icnsembla Ci(a) des condluons suivantes :

Vxe]'0+on[ T(f, )(x)-—
Cl(ﬂ) fa()=2
f, est croissante sur J0,+a

a)Onsupposequ‘ilmstedmxélémmﬁsq:etwdeFvénﬁmCl(n) etonnote 3 =Q—V.
Prouver que : Vx €)0, l] VneN* 5(:) 5(x+n},etprec:ser5(n)pmn'neN
Montrer que : Vx-€0,1] vneN* -—-sﬁ(x)s— et en déduire que : ¢ = y.

b) On suppose que f, vérifie C)(a).
Déterminer la limite de f, en 0. Déterminer [a limite de f, en +o0 (on pourra utiliser la

suite (£y(n)), ;)
1

¢) On pose, pour x €0, +[ etn e N : ug(x) —i——--——.

Prouver que la série de fonctions Z u, converge simplement sur ]0,+of.

On pose, pour x €0, +m[ f 2 (X) —*a——+ Z up (x).
o=l

Vérifier que f, est l'unique élément de F vérifiant C(a).
d) Etablir que f, est continue sur ]0, +e[.

e) Prouver que f, est de classe ! sur ]0_, +uo[ et _qu: :

= 1

Vx €0, +o] fy(x) = Z m



2. On se propose de montrer quiil existe un unique élément g de F vérifiant 'ensemble C, des
conditions suivantes :
vx €]0,4c0] , T(g)(x) = Inx
C; {g(1)=0
g est dérivable sur ]0,+cn{ et g est croissante sur J0,+<o[

a) Démontrer que si g vérifie C, alors il existe un réel a de sorte que g’ vérifie Cy(a).
b) Démontrer qu'il existe un umque élemem g de F vérifiant C, et que cette application g
est obtenue pour a= - fo(t)ch

v +oo
c) Etablir que :a= ) (] Pf_l_i)

n=1 n -n

d) En déduire que : Vx €]0,+x[ , g(x) =-Inx+ ) [xlnE:-—l—ln x:n}
n=1
3. Démontrer quiil existe un unique élément h de F vérifiant I'ensemble C3 des conditions
suivantes : -
(Wx €0, 40 h(x + 1) = xh(x)
Vx €]0,+ao h(x)>0
C3 1h() =1
hest dérivable sur J0,+ao] et % est croissante sur 0,q+<d[

et exprimer h en fonction de g. Calculer h(n) pourn € N L Pous ln 52 Mombur gue
PARTIE IV p0 hixl= j:“g-'f £ e

(n+1)*n!
x(x+1)...(x+n)

On note, pour x €)0,+xof et n € N* : vq(x)=

|. Démontrer, en utilisant des résultats obtenus au III, que :
vx €]0,+o[ lim vgp(x)= h(x).
. n—><+xo

2. On se propose de calculer h(%}

n
On pose, pourn € N :[“=J: sin"™t dt.

a) Prouver que : Yn € N ls—Iu—sJ—ﬂﬂ-
Iine1  l2pel

En déduire que : lim —28-=1.
n—+o l)n41
b) Calculer I, €t Isq4+) en fonction de n.

; 1
c) Exprimer V.{%) enfonctionde%—nﬂ- et de n. En déduire la valeur de h[-i)
2n ;
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