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Roblome: Auloun dea polipdmes de Legmdﬂ-l.

e Ou note Ex = C*([—1.1],R) pour tout k € N. On munit £ = Ep du produit scalaire :

WoeE (o= [ [@)ow ds

[]|. On a donc :

La norme associée a ce produit scalaire est notée

—
vfeE, |fIl= \/[|f2 () du.

On pourra utiliser, apres vérification, les propriétés suivantes :

V.9, h € E, (figh) = (fg.h)
Vg€ EnL (fg) = JWg()—S(=Dg(=1)—(f,9)

e On note P = R[X| et P, = R, [X] powr tout 1 € N. Les espaces P et P, seront identifiés
A des sous-espaces de £ (on confond une fonction polynome sur [—1, 1] et le polyndme formel
associé).

e On note & l'application de P dans lui-meéme définie par :

VPeP, ®(P)= [(X*-1)P] = (X*-1) P" +2XP.

I. Définition des polynomes de Legendre

1. a) Vérifier que ® est un endomorphisme de P, et montrer que le sous-espace P, est stable
par .
» On note ®, l’endomorphisme induit par la restriction de & @ Pi.
b) Déterminer la matrice M,, de ¢, dans la base (1,X,... ,X").
c) Montrer que ¢, est diagonalisable. Quel est son spectre 7
2. a) Déterminer le spectre de @, et montrer qu'il s’¢erit sous la forme Sp (®) = {\,, n € N}, o0
(An),en €8t une suite strictement croissante d’entiers que 'on précisera.
b) Soit n € N. Montrer que I'espace propre E\, (P) est de dimension 1, et que si P, est un

générateur de cet espace, alors P, est de degré n et vérifie la relation :

Hl(_"\’) == (_l)” Pu (X)

3. Dans cette question et la suivante, on suppose que (FP,), oy est une famille d’éléments de P
obtenue en choisissant pour chaque n € N un générateur P, de E) (D).

a) Démontrer que : VP, Q € P, (P(P),Q) = (P,®(Q)). En déduire que (Py, Pn) = 0 si
n# m.



b) Soit n € N. Montrer que (I, .. - P,) est une base orthogonale de Pp. Que peut-on dire de
®,, en tant qu'endomorphisme de Uespace cuclidien P, 7 Que représente la base (Fo, . . -, P,)
par rapport a ¢, 7

c) Soit n 2 1 et Q € P,_;. Montrer que (P,.Q) =0.
4. On suppose fixé n € N.
a) Montrer que (X P, P,) = P2(1) = 3 (Pa, F) .
b) Que peut-on dire du degré de X P, — nl’, ? En déduire la relation :
RSP B =2P3 (1)
c) Montrer que 'on peut choisir £, de lagon unique si Pon impose la condition supplémentaire
F, ()= 1.
» Dans la suite, on désigne par L, Uwnique élément de £y, () tel que L, (1) = 1. Par

définition, L, est le polynéme de Legendre d indice . On gardera a Uesprit dans la suite
du probléme les propriétés suivantes vérifices par Ly,

— L, est de degré n, vérifie L, (1) = L et L, (=X) = (=1)" La (X) -

— L, est orthogonal & tout polynome Q de degré inferieur a n

~ L, vérifie 'équation différentielle :

(X2-1) LI +2XL, —n(n+1) L, =0. (1)
d) Calculer (L., L,) et (XL, Ln) .

I1. Relations diverses
1. On fixe un entier n > 1.
a) Soit k € N tel que k < n — 2 ou k = n. Montrer que (X L, Ly) =0.
b) En déduire qu’il existe un unique couple de réels (w,, 3,) tel que :
X L= oplaa € 0.:Lal i
¢) Montrer que oy, + 3, = 1.
d) Montrer que (L}, Ly-1) = 2. En déduire les valeurs de oy, 3, et la relation de récurrence :
(m+1)Lpy1 — (2n+ 1) XLy +nly-y =0. (2)
2. a) Calculer L, pour 0 <n < 3.

b) Calculer L, (0) pour tout enticr 7 (si 1 est pair, on pourra l'exprimer a I'aide d’un coefficient
bindmial)

3. a) Soit n > 1. Montrer que (XL, Ly) = (L, L) =1+ (—=1)™** pour tout entier k < n — 1.
En déduire la relation :

XL:I 3 '“'LN = ‘Uu—l (3)
b) Calculer L], (1) pour tout n € N.
c) En utilisant (2), ¢tablir la relation :
vzl L,,=L,_i=Cn+1)L, (4)
puis la relation :
vz, L, =XL,+(n+1)L, (9)

d) En déduire la valewr de L), (0) pour tout enticr n.



I11. Fonction génératrice des polynomes de Legendre

1. Pour tout entier 1 2 1. on dosigne par f, Papplication de [0, 1] dans R définic par
l. . ‘l‘ ) 1 o) .f'.'! 11} { J]z
e 10 1). o) =Ly ()% + (@
Va € [0.1], [, (x) =L, (1) PR

a) Montrer que f,, est croissante.

b) En déduire la majoration :
vrneN, Yz e [-1,1], |L.(z)| £ 1.

¢) Montrer par récurrence sur 7 que :

+ 1
vneN, vz e [-1,1], |L}, (z)| € ﬂlz—).

2. On pose :

V(x,t)e|-1,1 x|-1,1], ;-*1 (x,t) = ZL“ (x)t"

n=0
a) Justifier la définition de h.
b) Soit # € [—1,1] fixe. Montrer que Papplication { — /i (, 1) est de classe C* sur |-1,1].
Etablir a I'aide de (2) la relation :

V(z,t) € [-1,1] x ]-1,1, (1 — 2tz +t?) %{x,f)+(t~:n]h{;c,t) =)

¢) En déduire le calcul explicite de /i, et la formule :

- Ly B I‘ '
V(z,t) € [-1,1] x ]-1,1[, ZUI (z)t® = T—sh (6)

IV. Développement en série de Legendre

e Si f € E, on pose pour tout nn € N :

-1
Mi[)={Lu f) = / fla)lalx)dz . a.lf)= (n + %) A (f)
=

e

au (/)= a(f) L.

k=0
1. Soit f un élément de E.
a) Soit n € N. Montrer que o, (f) est la projection orthogonale de f sur le sous-cspace P,.
En déduire que :

n

1 . |
(k + 5) A< /—1 £ (x) da.

k=0



a e [ | g 1

g o < y @ z

e S 3 3 8 =

= g ¥ 3 3 = 38
2 g a = g . 3 . =

=2 3 (9) l g &S A el

b) Etudier la nature de la série de terme général (i + 3) A2 (f) . En deéduire que

Ap(f) =0 (u 1') quand 1 — +o0.

¢) Soit g € P. Montrer Uexistence de ny € N el que 1 =an ()] <I|IS =gl pour n Z ng. En
déduire que || f = o, ()]l = 0 quand e — +oc. puis que

S ol ey I s =t
/ j,z (J‘)(l.i' = L (H + —)) /\; (j)
-1 n=u

2. Soit f, g des éléments de E tels que A, (f) = A, (g) pour tout 1 € N. Comparer f et g.

3. Soit f € E;. Montrer a l'aide de IL1.3.c) que :

v e N, an(f) = = Qa1 (f") = Ania ()

bo | —

3

En déduire que A, (f) = o (’!1_5) quand n — +o0c.

4. On suppose a présent que f € Ey.

3
a) Montrer que a, (f) =0 (n“ﬁ') quand n — +oc.
b) Montrer que la série de fouctions 3=, 5 an (f) La (z) converge normalement sur [—1, 1]
» On pose :

+o0

Ve e [-1,1), g(@) =D an(f) Lu ().

n=0

c) Montrer que g € E et que A, (9) = Au (f) pour tout n € N.
d) En déduire que :

Ve € (=1, 1], f(z) =) an(f) La(2).

n=0



