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Préambule

On étudie des propri€iés de la série de fonctions d _ i
Dl Cedpli e la variable réelle dont le terme général est, k

1
e Y T T

cht;m +o~+.aw

Quand elle existe, on note la somme de cette série par :

$on
Ux)= 2, up ()
k=l

L’origine historique de ce problme est au cceur de la troisi¢me partie : la fonction U permet I'étude
d’une fonction T associée 2 la définition de la spirale de Théodorus.
PARTIEL

Dans cette partie, on étudic des propriétés liées 2 la régularité de U, notamment son comportement
aux bornes de son intervalle de définition, ainsi que son intégrabilit€:

1. Montrer que le domaine de définition de U est _l _.+8—. Dans toute la suite, on note [ cet

intervalle.

oo
2. a) Montrer que I'application X+ M:.. (x) est définie et de classe ¢! sur[- 14

k=2
b) En déduire alors :
i. que Uestdeclasse c! surl,
ii. qu’il existe deux réels A et p tels qu'au voisinage de —1,onait:

ﬁ V m
U(x)~
AH+ c

3. a) Montrer que U est intégrable sur I'intervalle T_. 0).

b) Pour —1<a <b et k entier naturel non nul, calculer as_:. . On pourra poser I = x+k

pour x € [a.5].

¢) Calculer ._.T_ ol U.

4. On étudie U au voisinage de +°.

a) Trouver limU .
> 1
i » H 3 .
b) Pour x € I fixé, justifier I'intégrabilité sur [1.4 de Vapplication: 1> —5——
(r+x)" +(t+x)

]

- oo dt
c) Trouver, A I'aide de ._. = —, un développement au voisinage de +eo de la

_ :+bm +¢+avm

) 1
Q?&Hkl«+0ﬁ&1.u

d) U est-clle intégrable sur [0,4+] ? .

forme :

PARTIEINL
"Dans cette partie, on étudie plus particuliérement :
toe
1
UO=2 5T
TRV TR i
On pose :
o 1
Pa = M 3 1
k=n+] k2 +k2

5. a) Montrer que, pour tout n entier paturel non nul :

u>§»_..ﬁ ?u Sp, S wi”_ﬂu

Calculer alors U(0) 2 10" prds, en justifiant le nombre de termes utilisés. Combien faut-
de termes pour calculer U(0) & 1072 prés?

il

b) Donner aussi un équivalent simple de p,, lorsque n tend vers +oo.

On étudie maintenant un procédé permettant d”obtenir plus rapidement une valeur approchée de
U(0) 2 1073 pres.

6. a) Montrer qu'il existe une unique suite de fonctions polynomiales sur HP ;. soit ﬁwav. avec
By=let,pourtoutn2l: By =nB,, e hp__ma =0

b)i. On note b, = B, (0). Montrer que, pour tout n2 2,b,=B,(1).
ii. Calculer By, B, B;.

¢) Soit f € C([0,1], R). Montrer que :
1 ! ,
SO sl=fo,f +[ S s

puis que :

3 . b ; im 1B,(x)
w_:s +f(0)= r.__\ N TARICRY A o]+ _A.&M I (x)dx.

i=2

d) Montrer qu'il existe une unique fonction P,:R—R, de période 1, et telle que, pour tout
xe[01[, P,(x)=B,(x). On exprimera, pour x réel quelconque, P,(x) en fonction
notamment de x et de sa partie entidre. Montrer que F, est de classe C™ par morceaux ¢t
qu'elle est continue si et seulement sinzl.

e e it e e WP T 2 V%



¢) Soit feC?

;o....ao—. R). Montrer que, pour tout entier naturel
non nul m : 3

et pour tout entier naturel

me j 1 3
SRy = =[f(D+S(m+ - - -0, ; .
M& ! a+:_+r!=:m, ) w.—?, Dt jy = £ _.ST—_‘: JM..V\:_S&

7. a) Etudier les variations de By sur Ho,&. En déduire que, pour tout x réel, _JQV—M 6.1072

.. Bl
b) Soit g:[l4e[ 2 R, x1o 3 1Quiestdoncdeclasse C. Calculer g'(x) pour x21.

x2 4 x2

On donne le résultat suivant, pour x21:

1522 +10x 43
m »
ax2(x+1)?

g (x) =

¢t on admet aussi que g” est décroissante. En déduire I'intégrabilité de 1’

application :
[la=[ > R, x5 P (0@ (x)

¢) Montrer que, pour tout entier naturel non nul i
Pjr = ._W g+ 8N -— g0 +£f Py(x)gP(x) dx
s jad® " 2 12 64; 3
d) En déduire une valeur approchée de U(0) 2 10~ prés. e ,

PARTIE III

Dans cette partie, on étudie une fonction T de la variable réelle et 4 valeurs complexes, qui utilise U
de maniére fondamentale.

.8. On définit la série de fonctions de la variable réelle, et 2 valeurs complexes, dont le terme
général est, k étant un entier naturel non nul : )

i 1 !
VEIxXP o 3

2 H
(k+x)" +i(k+x)

a) Simplifier v IWE .mmn&;m__oa:o_wmmao HM Eu no:<nnmn_og=nhm~.03 g&.::_
k21
< Lo 1 o
alors I’application V:1 - C, x> ME (x). Montrer que <?uumc x)+ e ) po
k=1

tout xel.

b) Justifier la continuité de V sur I.

i ! T ne s’annule pas
9. a) Montrer qu'il existe une unigue fonction T:1 = C, de classe C', telle que T ne s’annule p

sur/, et que:
—=V e T(O)=1

ira
=) Ut1)di
Ty =JI57 20

b) Montrer que, pour lout x € I:

¢) Montrer que T se prolonge en une fonction continue sur _l_.tL par T(-1)=0. Ce
prolongement est-il dérivable en ~1 ?

PARTIE IV

Dans cette partie, on écrit U(x) sous la forme d'une intégrale.

11. a) Montrer que, pour f >0 donné, I"application :

ﬂ.

F.L - R, um H
est intégrable, puis que I"application :
go+-[— R, __,T-h..,n.\.w du
est de classe C'. Donner g'(t) pour 1>0.
b) Soit & > 1. Montrer que I’ application :
hg: 0] = R, 1™ g(r)

1
est intégrable et montrer, en utilisant _Alu ,que:

2
e =
o= ava-1
¢) En déduire, pour tout entier naturel non nul k et tout x €/, une expression intégrale de -
up(x).
d) Soit les applications :

ﬁ.ﬁ.ll R, t— -

m.uv.tx._“lv R, thnlhhn-uh?
Déduire de ce qui précede que, pour tout x € I, I"application :

o[ > R, I %quh

est intégrable, et que :

2 KOF@) _,
=— —_— dt
U(x) ,\ﬂ._“l .
12. a) Montrer que U est de classe C™ sur /, et exprimer sous forme intégrale les dérivées
successives de U.
b) Montrer que U est convexe sur /, et tracer sommairement le graphe de U.

Fin de I’énoncé



